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위대한 령도자 김정일 대원수님께서는 다음과 같이 말씀하시였다. 

《수학은 모든 자연과학의 기초로 될뿐아니라 사회현상을 연구하는데서도 중요한 
수단으로 됩니다. 수학교육을 강화하는것은 자라나는 새 세대들의 과학적인 사고능력을 
키워주는[ᅥ I 서 중요한 의의를 가집니다.》 

정보산업시대，지식경제시대에 들어선 오늘 수학의 지식과 방법을 모르고서는 
현대과학과 기술을 배울수도 없고 발전시킬수도 없다. 바로 그렇기때문에 수학은 
모든 자연과학의 기초로 될뿐아니라 사회현상을 연구하는데서도 중요한 수단으로 
된다. 

시대의 변천에 따르는 사람들의 생활과 실천의 요구로부터 수와 도형에 관한 단 
편적인 지식의 축적으로 발생한 수학은 오늘 모든 과학과 기술의 기초로 되는 현대 
수학으로까지 발전하여 왔다. 

수학을 잘 배워 그 방법을 잘 익히면 머리가 트이고 모든 사물현상을 조리있게 
보고 판단하는 힘이 생기며 과학적인 사고능력을 키울수 있다. 

아무리 복잡한 수학공식이나 원리라고 하여도 자기 머리로 사고하고 처음부터 리 
치를 차근차근 따져가면 그것을 확고하게 습득할수 있으며 높은 수학적지능을 소유 
하면 그 어떤 어려운 문제도 쉽게 풀수 있고 새로운 공식도 발견할수 있다. 

5학년 수학에서는 지금까지 배운 지식들을 높은 수준에서 보는 힘을 키워주면서 
지 수방정 식 과 로그방정 식，삼각함수와 복소수，공간도형 과 련 립방정 식，순렬 과 조합 
에 대하여 배운다. 

우리는 자기 땅에 발을 붙이고 눈은 세계를 보며 조선을 위하여 배우고 또 배워 
내 나라，내 조국을 과학과 기술로 빛내이는 앞날의 훌륭한 인재가 되여야 한다. 
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계 1 장.지今방성겨과 보그방성겨 



지수방정식과 지수안같기 식 
로그방정식과 로그안같기 식 
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제 1 절. 지수함수와 로그함수 


1. 지수함수 

變雜繼銳 1) 지수식 2" 에서 서로 다른 자=1， ; c 2 =2 에 대하여 2' 2ᄌ 2 이 
다른가? 

2) 서로 다른 임의의 두 x 에 대하여서도 서로 다른 2ᄌ이 정 
해 지 는가? 


以가 1 이 아 U 정수일 때 
f(x) = a x 

으로 표시되는 함수를 지수함수라고 부른다. 


례 O 지수함수 /0) = 2•"의 그라프를 그려 라. 

(풀이) jc 의 값에 따르는 2ᄌ의 값을 표로 작성하면 다음과 같다. 


X 


-2 

-1 

0 

1 

2 


2 X 


1 

4 

1 

2 

1 

2 

4 



이 표에 의하여 그라프를 그리 면 그림 1-1 과 같다. 




레 O 지수함수 /0) = 2 _x 의 그라프를 그려 라. 


(풀이) f ( x ) = 2 ~ x 



X 


4 

































义의 값에 따르는 



의 값을 표로 작성하면 다음과 같다. 


X 


-2 

-1 

0 

1 

2 



rn 

X 





1 

1 



uJ 



4 

2 

1 

2 

4 



이 표에 의하여 그라프를 그리 면 그림 1-2 와 같다. 

례 1 ， 2에서 알수 있는것처럼 지수함수 /(功 =，의 그라프와 /0) = 2_ x 의 
라프는 기축에 관하여 대칭이다. 

變雜透銳 1) 지수함수 /(지 = 2ᄌ은 증가하는 함수인가 감소하는 함수인가? 

2) 지수함수 /(지 = 2-ᄌ은 어떤가? 

3) x >0 일 때 우의 두 함수의 값이 부수로 되는 때가 있겠는가? 


X 


지수함수의 성질 



1) 

뜻구역은 (-00, +00), 값구역은 (0, + oo ) 이다. 



2) 

义 = 0일 때 힘^값은 少 = 1이다. 



3) 

a〉l 일 때 증가함수이고 0< U <1 일 때 감소함수이다. 

J 




문 제 

1. □안에 기호 =，<，〉가운데서 알맞는것을 써넣어라. 

1) fl 〉 i 일 때 ?이면 kn a 

2) 0 < a < 1일 때 ^〉^이면 소0 £ 

3) a ^ l f a 〉0 일 때 a k > ，이면 kOH 

4) k<H 일 때 이면 a □ 1 ( a > 0 ) 

5) a >1, a k <1 이면 k □ 0 

6) k <0, 以소〉1 이면 公 □ 1 

2 . a 〉 l 일 때 다음것 을 증명하여 라. 

1) x >0 ^ a x >l 2) x <0 ^ 0< a x <1 

3. 0 < a < 1일 때 다음것을 증명하여라. 

1) x >0 ^ 0 < a x < 1 2) x <0 국 a x >l 

4. 함수 ;;=” 의 그라프를 변환하여 다음 함수의 그라프를 그려 라. 

1) 少=—2义 2) y = 2 x ~l 3) 少=2义- 2 4) j ；=8 • 2 X 



















5. 다음 함수의 그라프를 그려 라. 

1) 少=3 义 2) j ；=3 w 3) j ；=0.75 w 


6. /(>) = a ' 일 때 다음 같기식 을 증명하여 라. 
1) 八지•八 y) = / 야”) 


2 ) 


/ ⑴ 

/(少) 


= /0 - 少) 


3) [f(x)] y = f(xy) 


2. 로그함수 

■I 錢銳 지수함수 /O0 = a x 은 거물함수를 가전다. 왜 그런가? 


지수함수 f ( x ) = a x o \ 거꿀함수 
y = log^ x (네 a > 0 ) 
를 로그함수라고 부른다. 


로그함수의 그라프는 지수함수 /(>) = a x 의 그라프와 직선 j；=x 에 관하여 대칭 
이다. 

례 O 로그함수 ;； = log 2 Jc 의 그라프를 그려 라. 

(풀이) 지 수함수 少 = 2ᄌ 의 그라프로부터 7 = k)g 2 ' 의 그라프를 그리 면 그림 1-3 
과 같다. 
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례 O 로그함수 기 = 10이 '의 그라프를 그려 라. 


/ 1 

(풀이) 지수함수 一 의 그라프로부터 J； = logi；C 의 그라프를 그리면 그림 
V 2 ； 2 

1-4 와 같다. 

1) 로그함수 7 = 1 0 §2 义와 는 점 (1， 0) 을 지나겠는가? 

2 

2) 로그함수 7 = log fl ;c 는 어느 때 증가하고 어느 때 감소하는가? 




S 로그함수의 성질 

1) 뜻구역은 (0, + 이 ) 이고 값구역은 (-00, +00)0 [[: K 

2 ) ᄌ = 1 일 때 함^값은 少 = 0 이다. 


3) a 〉1 일 때 증가함수이고 0 < a < 1 일 때 감소함수이다. 






문 제 

1. 다음 안같기식 이 성 립하자면 «는 어떤 수여 야 하는가? 


1) log 세5 


2) log - > log, 
a L 


2. 로그함수 j；=lgx 의 그라프를 리용하여 함수의 그라프를 그려라. 

1) y=~lgpc 2) y=lg(x~^ 3 ) 3) y=\g{-x) 


7 


















3. 다음 함수의 그라프를 그려 라. 


1) )； = log 8 | 뇌 2 ) y = log 丄义 

2 

4. 다음 두 수가운데서 어느것 이 큰가? 

1) log 8 7 , log 8 6.5 2) 떼 , log 丄 0.8 

8 ᅪ 8 

5. _ y = log 2 * x : 와 j=log ᅵ 义 의 그라프는 义축에 관하여 대 칭 이 라는것 을 증명 하여 라. 

2 

련 습 문 제 

1. 다음 함수들가운데서 지수함수를 찾아보아라. 

1) y = 2 7 2) y = rc x 3) y = (-1.5 )~ 2x 

4) j ； =x 2x 5) 세 

2. 다음 함수들가운데서 증가하는 함수와 감소하는 함수를 갈라내여라. 

1) y = 4 x 2) j ； =1.” 3) j ； =0.99 x 



3. _y=2 x 의 그라프를 리용하여 다음 함수의 그라프를 그려 라. 

1) 少 = 一 2 厂 2 2) 少 =2 X+2 3) y=2 x +2 

4) 少 =2 x +3 5) 少 =_3 • 2 X 

4. 다음 함수들가운데서 로그함수를 갈라내여 라. 

1) y =log x 3 2) 少 = log 제 3) 少 = lg(>-l) 

5. 다음 함수들가운데서 증가하는 함수와 감소하는 함수를 갈라내여라. 

1) 少 =log 2 ᄌ 2) y = log 4 x 3) y = log 4 2x 

3 3 

4) y = log 001 x 5) 少 =log 001 (10 000 ᄌ + 324) 

6. 다음 함수들가운데 서 축， x 축에 관하여 대 칭인것 들을 찾아보아라. 

( 5 Y 

1) ^ =5' y < gJ , y= ~ , 广 (0.2)' y=1.2 x 


2) log 4 x ? log 2 log 025 X, log 2 x , log ! 5 X 










7. 다음 수들가운데 서 1보다 큰것，1보다 작은것 을 찾아내 여라. 

3 세 / ? \-0.15 

1) 1.2 0 - 75 , 0.75 7 , - , 一 

、2) 

2) log 4 8, log 2 6, log 3 0.2, logi . 5 2.25 

3 

8. 다음 수들을 커지는 차례 로 써 라. 


9. 




2) log 2 0. 6, log 2 5, log 丄 0.5, log 丄 50 

2 2 

j = log 2 x 의 그라프를 축에 관하여 대칭이동하면 어떤 함수의 그라프가 얻 어 

지는가? 


제 2 절. 지수방정식과 지수^^기식 

1. 지수방정식 

■錢銳 지수함수의 성질을 써서 다음것을 풀어라. 

1) 소>0， a 유 1일 때 a k = a 1 o k = 또。 1 \ 옳다고 말할수 있겠는가? 

2) a ， 公〉0， a , 公뉴 1， a 유 公일 때 a k = b k O k = 0°' 옳다고 말 
할수 있겠는가? 

2차 1 :8 - 3서+：?:1 과 같이 지수식이 될어있는 
방정식을 지수방정식이라고 부론다. 


지 수방정 식 을 풀 때 다음의 명 제 들을 리용한다. 

幻/⑴ = a g{x) (幻 f 〉 0 , 幻네) o f { x ) = g ( x ) 
a 八句 = b 八 x 、 (a , 公〉0 , a , b ^ \ , a ^ b )<^> f ( x ) = 0 


■]> 방려 키 十 헤라. 


_ 3-1 - 3 - 3 ^ 

따라서 x =-2 


O x~l=-3 


풀이모임 { -2 } 
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방정식 2 x + 1 - 2 x = 964 r 풀어 라. 

(풀이) m =96예 =9네^ =32 o ” = 2 5 
따라서 x =5 


풀이모임 { 5 } 


문 제 


다음 지 수방정 식을 풀어 라. (1-4) 

1-X 

1. 1) 4 =32 


3) 2 X+1 = 3 X+1 

2. 1) 3다 1 -^-54 = 0 

3. 1) 9 x -4 x =2 2x ~ l 

3) 3 .9 거 2 +4거 2 =4.3 2 각 4 


4. 1) 



2) rir.A 

[9] 27 

4) 2 x ( x+1 ) — 3 X ( X+1 ) 

2 ) r-r ᅳ 1 =6 

2) 7-3 x+1 -5 X+2 =3 다 4 -5 X+3 

4) 2 2x+1 =5-4 x " 2 + 3 2x_1 

f 2 x -2 y =4 
2 ) \ 

2 거 1 +2, 2 =5 


2. 지수안같기식 

지수함수의 성질을 써서 다음것을 밝혀라. 

1) a〉l 일 때 < a 2 수 k<H 
0< a<l 일 때 a k < a £ ^ k > H 

2) 山 6가 어떤 정수일 때 a k < b k 국 k >0 


2 X +1 >1, 기이 과 같이 지수식이 들어있는 안같기식을 
지수안같기 식이라고 부른다. 


지 수안같기식 을 풀 때 다음 명 제 들을 리용한다. 
a 八 x 、 < a g(x ) , a >1^> f{x)< g(x) 
a 八 x 、< a 8{x) , 0<a<l^> f{x)> g(x) 
a f{x) <b f{x) ? a, b 수 l, b>a>0^ f(x) > 0 
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례 j) 안같기식 2'0. 25를 풀어 라. 


_) 며. 25 서 0 2 " 2 비<- 2 


풀이모임 (-00 ，- 2) 


레 2 ) 안같기식 3ᄌ +1 -3ᄌ〈54를 풀어 라. 

(풀이) 3세 <54 O 3 X (3-1)<54 야〈27 O x <3 

풀이모임 (-00 ， 3) 


문 제 

다음 지 수안같기식 을 풀어 라. (1-3) 

1 Z 

1. 1) 3 X <- 2) 6 X <216 3 ) 0 . 3 X < 0 . 3 3 4) 10게<0.01 

9 

i n 一이 2 

2. 1) 8 X_1 -2 X >0.25 2) (10 x ) 3 0.001>10 3) 丄 一 J —> 3 X 

9 

i 

3. 1) 2 X - 2 X ~ 3 >14 2) 16가 <15•삭+4 3) 9" +3>4-3 x 

4) 1(T-5.1(” 〉-4 5) 3人 2 - 4 차 3 > 3 X ~ 4 


련습 문제 


다음 지수방정 식 을 물어 라. (1-6) 

1. 1) 9 X =3 2 ) 5 X = 0.2 3 ) T = T 「 2 


2. 1) 2 T =— 2) f-1 - 3) 4 X -3 X "^ = 3 ^- 2 2x ~ l 

3 13； 243 


3. 

1) 

2 X + 1 + 2 X ~ 2 = 

9 

2) 

2 x-1 +2 x-2 

+ 2 거 3 = 

= 448 



16 




4. 

1) 

2 2x + 2 X + 2 - 

-32 = 0 

2) 

3 2x+1 +9 = 

：28-3 x 

3) 3 X -18.3~ X = 


4) 

4 피 +16 = 

내 . 2 피 


5) 3 2x +3 3x = 

= 10.3 차 2 


x+5 x+\l 

5. 1) 32巧 =0.25.128 교 2) 4 피 +16 = 10.2 피 













6 . 1 ) 


3 x +3 y = l 2 
3 x+y = 27 


2 ) 


2 x +3 +9 7+1 =35 

x 

8l+3 2y+1 =5 


다음 지 수안같기식 을 풀어 라. (7-10) 


7. 1) 


8 . 1 ) 


> 


1 

125 


9. 1) 2이〉16 


4 

빼 


+ 32<12 


10. 1) 3사 +1 <3 


2x+l 느 o V x+1 


2 ) 


互 

2x+3 


< 


16 


2 ) 3 ^ <4ri 2 
2 ) 0.2 Mt > 0.2" 


2 ) 


、 、J ᄌ으 —x—6 


v x+5 


3) 5 2x+1 >5 x +4 


4) 9-4 x +5-6 x <4-9^ 


’1、1 퍼 

5) 스 1 1 >9 


제 3 절. 로그방정식과 로그안같기식 


1. 로그방정식 


log 2 ( x -2) = 3, log 10 x + log 10 (ᄌ - 3) =1 과 같이 로그식이 
들어있는 방정식을 로그방정식이라고 부른다. 


로그방정식은 로그의 정의와 로그의 성질을 써서 로그기호가 들어있지 않는 방 
정식으로 고처서 푼다. 이때 얻어진 풀이가운데서 로그방정식에 갈아넣어 0 또는 부 
수의 로그가 나타나게 되는것은 버려야 한다. 

~ >다 음 방정식을 풀어 라. 
lgx + lg(x + 3) = l 

(풀이) lgx + lg(x + 3) = lglO 
x(x + 3) = 10 

x 2 + 3 x — 10 = (x — 2 )(x + 5) = 0 
이로부터 x =2, x =_5 
여기서 x =_5 는 버려야 한다. 
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풀이모임 { 2 } 




























문 제 


다음 로그방정 식 을 물어 라. (1 _ 4) 

1. 1) 2 log 2 x = log 2 32 - log 2 x 

3) 2( lgx ) 2 - lgx 5 +2 = 0 

2. 1) log 4 x + log x 4 = 0 
3) lg ( log 32 x ) = -l 


2) log 3 (x + 5) = log 3 (2 x - 1) 
4) ( lg ; c ) 2 - lg ; c 2 +3 = 0 
2) log 2 x + log 16 x = 14 


3. 1) x lgx =100 

、 fx+y = 29 

4. 1) \ ’ 

[lgx + lgj ； = 2 

3) | lg ( x -;；) + lg (7 x -8 j ；) = 2 

| lg (^ 3 +/)- lg 야 2 ~xy + y 2 ) = \ 


2) 빠2 = -1 
31 gx + 21 gj ； = 7 



2 . 로그안같기식 


로그식이 들어있는 안같기식을 로그안같기 식이라고 부론다. 


로그안같기식을 풀 때에도 먼저 로그기호가 들어있지 않는 안같기식으로 고친다. 
이때 다음의 성질을 리용한다. 

log a A < log a BoO < A<B (公〉 1) 

log ᄍ A < \ og a B o A > B 〉0 (0 < a < 1) 

~aQ 다음 안같기식을 풀어 라. 

log 2 x + log 2 ( x - l)<l 

(풀이) 로그의 의미로부터 

x >0 ， x ~1>0 

그러 므로 x〉l 인 값들가운데 서 풀이 를 찾아야 한다. 
log 2 X + log 2 (x -1) < 1 

log 2 x{x - 1) < log 2 2 

따라서 x ( x - l )<2 즉 
x 2 - x ~ 2<0 

이 안같기식 을 풀면 - l < x <2 
x >1 이 므로 l<x <2 


풀이모임 (1， 2) 
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문 제 


1. 다음 로그안같기식을 풀어 라. 

1) log 3 ( x -2 )>l 2) log 01 ( x 2 - x )>0 3) lgx + lg ( x -3)>0 

4) lg ( x -3) + lgx < 1 5) log 2 x ( log 2 x +1) < 2 6) lg ( ax 2 - 4 x ) > lg ( x 2 - 4 x +1) 

2. 함수 ;； = lg 0 2 -3 ;c + 6) 에 대하여 

1) j = l 로 되 는 r 를 구하여 라. 

2) jc 가 어떤 값일 때 ;;< 0 으로 되겠는가? 

广 81 Y 000 

3. 수 一 과 100 000은 어느것이 더 큰가? 

l 80 j 

4. 다음 안같기식을 a 〉 l 일 때와 0 < a < l 일 때 로 갈라서 풀어 라. 

1 x 

x log ^ 47 


련습 문제 

다음 방정 식 을 풀어 라. (1-3) 

1 . 1) log 2 (x + 8) — log 2 (5 — x) = 1 

3) log ᄌ 2.1og 2 게2 

2. 1) 2 logx2 =- 2) 8 lgx =;c 

x 

3. 1) log ，— 广 = 1 0 匕 ]"(幻 ^〉0) 

사 a x 

4. 다음 련 립 방정 식 을 풀어 라. 

幻 | log 나- log 2 少 = 0 
[ jc 2 _5，+4 = 0 

3) jx 2 +y 2 =29 
\lgx + lgy = l 


2) log 5 ( x 2 - x + 4 ) = 2 log 5 x 
4) log 2 '-61 og ᄌ 2 = 1 

3) —^— + ^— = 1 
5-lgx 5 + lgx 

2 ) log ^ (x - a ) + \ og a ( 2 x - 3a) = 2 
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5. 21gO + 少) = lg' + lg 少 + lg4.5 일 때 jc : 의 값을 구하여 라. 


1 1 1 

6. ? : : 일 때 义 : 이 라는것 을 증명하여 라. 


7. 다음 안같기식 을 풀어 라. 
1) lgx 2 +l<(lgx 3 -l) 2 

3) lgx — 1 < ^ lgx 2 +1 


2) ^ Jlgx-l < 3-lgx 
4) lg、/5(x + l) > 1- —lg(2x-l) 


8. 다음 안같기식 의 풀이 모임 을 자리 표평 면 에 표시하여 라. 


1 ) 


21g 少- lgx<l 
x - y<l 


2) (lg 지 2 〉 (lg 기 2 


9. ” 2 ᄌ+ 2 ' 의 최소값을 구하여라. 

2 

10. 2 10 .(3 9 ) 1 .(2_ 3 ).3 23 = 2느，일 때 ( 八기)의 값을 아래에서 찾아보아라. 

1) (7, 17) 2) (13, 17) 3) (7, 15) 4) (15, 16) 



복습 문제 



1. 함수 =2 X - 의 그라프가 원점에 관하여 대칭이다. 이때 a 의 값을 구하여라. 

2. 2ᄌ =5 7 =10 z 일 때 丄 + 丄 = 丄 임 을 증명하여 라. 

x 少 z 

3. ，=2일 때 a ' X+a 뇨 의 값을 구하여 라. 

a x +a~ x 

4. 다음 방정식을 풀어 라. 

1) 4내 -W+ 2 +32 = 0 2) 3' +1 +6.3 1 사 =29 3) 4 X +6" = 9 X 

4) 9 X = 3 x+l - 2 5) 4 X +9 X =25 x 
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5. 다음 련 립 방정 식 을 물어 라. 


1 ) 


f 2 x +2 y =12 

\4 x -4 y =48 



2) 

3) 

[ 2마 = 32 

[ 2마 = 32 

1 


64 2 x +64 27 =12 
64 x+y = 4 V 2 


6. 다음 안같기식을 풀어 라. 


1) ——<4 2) 5-4 x +2-25 x <7-10 x 3) 2 X <3 ； 

4 X -3 X 


4) 




2 X+3 +11 
2 2x+1 + 2 X -15 


<3 


6 ) 


11.3 ᄌ- 1 -31 
4.9 X -11.3 너 1 - 5 


>5 


7. 다음 함수들가운데서 _ y = x 와 같은 그라프를 가지는 함수를 찾아보아라. 


1) 少 = ^[ x ^ 


2) y = 


x 2 

X 


3) y — a l ° 8aX ( a > 0, a #1) 


4) 少 : log a x (公〉 0 ， a #1) 


1 — vyi\ 

8. /0 c ) = log ᄍ - ( a 〉 Q ， a ^ l ) 는 m 이 어떤 값을 가질 때 ( l ，+ oo ) 에서 증가 또 

-1 + x 

는 감소하는가? 

9. log 3 2, log 3 (2 x - l ), log 3 (2 ᄌ +1) 은 x 가 어떤 값을 가질 때 같은차수렬을 이루 
는가? 

10. 다음 방정식을 그라프로 풀어 라. 

1) 2 x = x 2 2) log 2 ( x -2) = 5 -;c 

11. 방정식 log 2 ( a ; c - l ) + log 2 (2 jc + l ) = l 이 하나의 풀이를 가지자면 a 가 어떤 값을 
가져야 하는가? 

12. 방정식 lgO - l ) + lg (3-; c ) = lg ( a -; c ) 의 풀이의 개수를 따져보아라. 
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13. 다음 련 립방정 식 을 풀어 라. 


log 2 ( x - 2)0 = 0 
log 2 x + 21og 2 ( j - 2 ) = 2 


3) W+xy + y 2 =1 

| log x (3 x + y -6) = \ og y (3 x + y - 6 ) 


14. 다음 안같기식을 풀어 라. 


d I 국 7T < 1§ ^ 


3) x 3+logflX < a 2 x 2 (a ^1 , a >0) 


lgx.lg 少 = 8 

log x 少 2 - log 나 +1 = 0 


flog 2 ' + log 4 少 + log 4 r = 2 


4) 


< log 3 7 + log 9 z + log 9 x = 2 
log 4 z + log l6 x + log l6 y = 2 


2) log a (2 x 2 - 8 ) >log a ( x 2 ~3 x + 2) 

4) | x - l | log2 ( 4 - x ) >| x - l | log2(l+x) 


5) ^ j \ og r 2 x 2 +\ og 2 x 4 > log ^^- 

15. x = lgt , | lg 《 2 | = y 일 때 x 와 기의 관계를 구하고 그것을 그라프로 표시하여라. 


16. 안같기 식 4000 < — ] < 5000 에 맞는 자연수 n 을 구하여 라. 

17. 다음것을 구하여 라. 

1) log 2 义 + log 2 少 = 3 일 때 2 x + 少 의 최소값 

2 ) lg ' + lgj = 2 일 때 丄 + 丄의 최 소값 

' 少 

3) 2' + 少 = 10일 때 lg ' + lg 少의 최대값 

18. lg V 5 — x + lg 2 = lg(x + 3) 을 물어 라. 

19. 안같기 식 log a ( x 2 - x -2) 〉 log a (-+2ᄌ + 3) 는 ᄌ = | 일 때 성 립 한다. 


^의 값범위를 구하여라. 


17 



계 2 장. 강자 



일반각과 삼각함수 
삼각함수의 그라프 
거꿀삼각함수 
삼각방정식 


18 














































제 1 절. 일반각과 삼각함수 


1. 라디안 

그림 2-1 은 각 O 의 정점을 중심 

으로 하고 반경이 각각 가，세 3 인 
부채형 을 그린것 이 다. 

1) 얻 어진 부채형들이 모두 닮았 
다고 말할수 있는가? 

2) 다음것이 옳은가? 

A ’2 숀3 

- = - = - = . . • 

厂1 厂2 厂3 



그림 2-2 와 같이 임의의 각 O 의 시작변에 한 점 M 
을 정하고 반경이 r = OM 인 활등 MM 


되지 않는 비 


a 



를 얻는다. 



각의 크기를 표시하는 실수는 다 라디 안수로 본다. 

(주의) 수 a 가 각의 크기를 나타내는 수라는것을 뚜렷이 밝힐 필요가 있을 때에는 
라디 안 (또는 a rad ) 이 라고 쓴다. 

a 라디 안 a 

2수수2 라디 안 

숀 = r 이면 


/ r 

_ = _ = 1(라디안) 













公 =2 Ttr (원둘레 ) 이 면 


i _ 2 m ， 
r r 

이고 한바퀴각은 도수로 360° 이므로 


느 (한바퀴 각) 


2穴=360( 




1 ° 


라디 안 
In 


360° 180° 180° 


2 刀: 
刀， 


71 


3.14 


:57ᄋ 17 7 45' 


360 180 


(라디안) 


이 로부터 


일^적 Q 무 

0。가 

여라디안이면 

180° 


ᄊᄊ 丁 C ᄊᄊ 

a = - a = 

= 分 0 , 

6 ° =- 6 ° =a 

刀， 


180° 


石 Q 다음의 라디 안수는 도수로，도수는 라디 안수로 표시하여 라. 

1) 2 라디 안 2) % 3) 3.14 4) 90 ᄋ 5) 12 ᄋ 30 

1 OAO 

(풀이) 1) 1 라디안 =:^느 이므로 

n 


2 라디 안 = 


180° 0 360° 

- 2 = - 

n 3.14 


« 114.6° 


1 80° 

2) 片 = ^-々 = 180 

n 


3) 3 . 14 ^- 3 , 4 ^. 3,4 = 180 » 
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4) 90 °^* 900 ^ 


5) 12° 3(， 
12° 30, 



O 

f 25 T 

12- 

= 

l 2, 

j 

U J 

n ' 


5 刀， 

180 

、2 J 

~ 72 


문 제 

1. 다음의 도수를 라디 안수로 고쳐 라. 

1) 0°，90°，180ᄋ，270ᄋ，360ᄋ 

2) 30° ， 45° ， 60° ， 15° ， 75° 

3) 22° 45 7 ，157ᄋ 15 7 ，216ᄋ 3(， 

2. 다음의 라디 안수를 도수로 고쳐라. 

'、71 5 5 3 3 2 

D :，7刀，， S 刀， T 刀，， ~刀 :，~刀， 

3 6 12 4 2 7 

2) 3，6.28， 1.25 刀:， 0.5 刀:， 15.7 


반경 이 r 인 원에서 

1) 중심각이 1 인 활등의 길이 요은 

£= r • 1 

이 다. 중심 각이 a 인 활등의 길 이 
公 을 표시하여 라. 

2) 원의 면적 은 Ttr 2 이 고 한바퀴각은 
2 tt 이므로 중심각이 1 인 부채형의 
면적 系는 


2刀 ■ 2 


£ 



그림 2-3 


이 다. 중심 각이 a 인 부채 형 의 면적 S 를 표시하여 라. 


반경이 r 인 원에서 중심각이 a 인 활등의 길이를 i ， 
부재형의 면적을 S 라고 하면 

fi = ra 

1 9 1 

S= — r a - —ri 
2 2 
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례 2 ) 반경 이 12cm 이 고 중심 각이 60ᄋ，ᅀ ; r 인 두 부채 형 의 활등의 길 이 £과 

3 

면적 S 를 각각 구하여라. 

(풀이) 1 ) a =60 o 일 때 60° =쓰이므로 

3 

丁 [ 

及 = a • r = —— • 12=4 % ( cm ) 

3 

S = — r 2 a = —- 12 2 • — = 247 T ( cm 2 ) 

2 2 3 

(또는 S =— r £ = — - l 2-47 r = 2 Atc ) 

2 2 

4 

2 ) a = 一代 일 때 
3 

4 

公 : ar =— 刀 : .12 = 16 刀: ( cm ) 

3 

S = 主 rf = 主 • 12 • 16 tt = 96 tt ( cm 2 ) 

2 2 

문 제 

1. 반경이 5 cm 이고 중심각이 72ᄋ，120ᄋ인 부채형의 활등의 길이와 면적을 구하여라. 

2 . 반경이 10cm 이고 중심각이 다음과 같은 부채형의 활등의 길이와 면적을 
계 산하여 라. 

3 

120°，270°， - n , 3.14， 

4 

3. 두 점 A , 묘에 서 사귀 는 두 원 Oi ( r ), O2O ") 가 있다. ZAOiB = - (2 일 때 두 

= 2 

원의 공통부분의 면적은 원의 면적의 몇분의 1 인가? 

2 . 일반각 

평면에서 회전이동은 회전중심 O 와 회전각 0 。에 의해서 정해지며 회전각의 크 
기는 회전방향이 정방향인가，부방향인가에 따라서 정수(정각) 또는 부수(부각)로 
표시된다. 

1 ) 반직선 OX 는 회전이동 0 ( 120 °), 

0(-^),0(360°),0(--^), 

3 3 

0(-240°) 에 의 하여 반직선으로 

넘어간다. 그 반직선을 그려보아라. 
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그림 2-4 







2) 반직 선 OX 의 회 전이동에 서 회 전각이 한바퀴각보다 작은 각 
은 — 7 t< do < 冗와 같은 각 아 으로 표시할수 있다. 왜 그런가? 


각을 반직선이 S 아간 방향과 S 아간 회수까지 생각하여 있을수 
있는 회전각으로 볼 때 각의 크기를 일 반각이라고 부론다. 

일반각 산는 다음과 갈은 모양으로 표시된다. 

6 = 9, +360 0 소 (-180°< 0 0 < 180°) 

또는 分 = 0 0 +2tt k ( -it < d 0 < 7 t ) 

( k = 0, ± 1 ， ± 2 , •••) 

이때 9 o 을 일반각 산 의 엄지값이라고 부른다. 


(주의 ) 엄 지 값을 0ᄋ < do <360° 또는 -360 °< do <0° 

와 같이 정할수도 있다. 

꿍 T ) 755ᄋ를 엄 지값을 써 서 표시하여 라. 

(풀이) 755° =35°+360 0 • 2 

따라서 엄지값 6 o =35ᄋ 

문 제 

1 . 다음의 각은 몇도인가? 또 몇라디 안인가? 

1 ) 정 방향으로 丄바퀴， 1.5 바퀴， 1 으바퀴， 2 으바퀴 돈 각 

3 3 12 

2 ) 부방향으로 프 바퀴， 1 프 바퀴， 1 - 바퀴， 2 으바퀴 돈 각 

12 3 9 6 

2 . 다음의 각은 각 以를 어 느 방향으로 몇바퀴 더 돌린 각인가? 

1) a +360 ° - 3 2 ) a +360 ° • (-4) 

3) a +2 7 t • (— 12 ) 4) a +2 7 t -8 

3. 엄지값이 다음과 같은 일반각을 써 라. 

47 °, -22 °, -7T, -0.82 tt 
5 

4. 다음 각들을 엄 지 값을 써 서 표시하여 라. 

1) 360°, 421° , 400° , 1 080° , 1 360° 
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2 ) -380°， 

315°, 

-450°, 

-726°, 

-1 200° 

3) 一 7t ， 

4 

2. 5 刀:， 

6 . 2 刀:， 

19 

T 7r, 

12 tt 

In 

4) 그， 

-4. 5 刀:， 

-16 7t ， 

-3- tt , 

4 

- 12 . 3 7t 


5. 첫 변이 같은 두 각 이 "에 대하여 다음의 경우에 어떤 관계식이 성립하는가? 

1 ) 끝변이 일 치하는 경 우 

2 ) 끝변이 한 직선에서 서로 반대방향인 경우 

3) 끝변이 수직인 경우 


3. 삼각함수 


1 ) 자리표평면에서 원점 O 를 중심으 
로 하고 반경 이 r 인 원을 그린다. 

축의 정 방향과 뾰족각 0를 이루 
는 반경 OM 의 끝점 보의 자리표 
가 (ᄌ, y ) 일 때 sin 6 ， cos 9 ， 
tan0 를 로 표시하여라. 

2 ) 주어 진 각 0가 일 반각일 때 그 
것을 이루는 끝변 OP 의 한 점 
M(x , 기)를 잡고 OM=r 라고 하 
면 비 


小少 



식 즈，식 즈, -， 느 (1) 

r r x y x y 

은 OP 에서 점 M 을 어떻게 잡는가에 관계없이 일정하다. 왜 그런가? 


각 0가 일반각일 때 에도 0의 값에 비 (1) 의 값이 각각 하나씩 정해 진다. 
따라서 매개의 비 


는 각 0 의 함수로 된다. 


y x y x r r 

— > —， —? —? —， — 

r r x y x y 


각 G 의 끝변의 임의의 한 점을 MU ，;； ) 를 잡고 OM=r (점 0는 

원점)라고 하자. 이때 0 를 I 로 보내는 함수를 시누스 ( sin ) 또는 

r 

시누스함수라고 부르고 

sin ： 9 ^ - 또는 sin0=Z 
r r 

로 표시한다. 
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이와 마찬가지 로 


cos : 

e - 

、 X 

r 

tc 느 

， 1 一 L 

cos 6 = 

즈 . 

r 

코시누스함수 

tan : 

9 - 

, z 

X 

tc 느 
’ 1一 1 _ 

tan0 = 

y_ . 

X 

^껀스함수 

cot : 

e — 

X 

► _ 

少 

tc 느 

，1一 L 

cot 0 = 

즈 . 

少 

^탕겐스함수 

sec : 

9 - 

r 

X 

또는 

sec 9 = 

r_ . 

X 

세^*스함수 

cosec : 

9 

r 

— > - 

또는 

cosec 9 

r 

— — 

: 코세칸스함수 


少 

를 정의 한다. 

이 함수들을 통털어서 삼각함수 라고 부론다. 
삼각함수의 정의에 의하여 


少 


cot 多: 


tan 分 


seed' 


cos 分 


cosec 6 : 


sin 分 


0=210 ° 일 때 함수 sine , cos0 , tan 0 의 값들을 구하여라. 


(풀이) ZMOK =210 °-180 °=30 ° 

따라서 직 3 각형 MOK 에 서 
OM ： MK ： OK = 2 ： 1 ： V3 
그러 므로 OM=2 라고 하면 M (- V 3 , -1) 이 다. 
r =2, x =_4 국， 少=_1 이므로 
-1 1 


sin 210 ( 

cos 210 

tan 210 


T 


2 

= _s 


2 

-1 _ 1 _ V 3 
■ V 3 V 3 3 



그림 2-7 


문 제 


1 _， f ， f ， f，f 의 다음의 삼«수교 구하여 라. 

sin 6 ， cos 6 ， tan 6 ， cot 6 


2. 그림 2-8 을 보고 225 °, 420 ᄋ 일 때 다음의 삼각함수값을 구하여 라. 

sin 6 , cos 6 , tan 6 
















그림 2-8 


3. 6 刀■ 일 때 sin 6 , cos 6 , tan 6 , cot 0 를 구하여 라. 

6 3 4 

4. 다음 식을 계산하여라. 

. 2 

3 7 Sn V" 

1) (2 sin -^ r ) 2 2) 3 cos -^ r -5 3) -호一 

4 6 ( 11 

tan — tc 


4. 삼각함수값의 부호 

1) 반경이 r=l 인 원을 단위원이라고 부론다. 

단위원 0(1) 에서 각 0의 끝변이 원둘레와 사권 점을 MU , 少 )라 
고 하면 sin 0=기， cos 0=' 이 다. 왜 그런가? 

2) 단위원에서 각 0의 끝변이 원둘레와 사권 점을 M( jc ， 少)라고 
할 때 매 X，의 부호를 말하여 라. 


4) 2cot-,. 


代 
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표 】> 


sin 573 °, cos 



부호를 말하여 라. 


(풀이) 573 ᄋ = 213 ᄋ + 360 ᄋ 이 므로 이 각의 끝변은 3 사분구에 놓인다. 
따라서 sin 573 ° 의 부호는 -이다. 


—— 代-- 


刀， 


- 2冗이 므로 이 각의 끝변은 4사분구에 놓인 다. 


따라서 cos 


—— n 

v 3 y 


의 부호는 +이다. 


ᅳ m 厂 i 0.75 tan 125 ° 시 —네 H _ 외 비 "] , 

례 2) 식 -의 값의 부포를 밝혀라. 

- 少 sin 850 ° 

(풀이) tanl 25 ° < 0 (125 ◦는 2 사분구의 각이 므로) 

sin 850 °= sin (130 °+360 ° • 2) >0 (850 ◦는 2 사분구의 각이므로) 
따•리써 

0 . 75 tanl 25 ° ᄊ 

-- >0 

sin 850 ° 

즉 주어진 식의 값의 부호는 + 이 다. 


문 제 


다음 삼각함수값의 부호를 말하여라. 


1)sinl70 °， sin ir ， sin329 °， 


sinl 023 


sin (-— 刀:)， 
6 


sin 753 °, sin 5 7 r , 
sin (-635 ◦) 


2) 우에 지적된 각들에 대한 코시누스，탕겐스값들의 부호를 말하여라. 
2. 다음 식의 값의 부호를 말하여 라. 


1) 2sinU 느 

45 45 


23 16 

2) — 0 . 3 t 3 .Il — k cot — 丁 [ 

9 9 


3) 


tan 520 ° 


4) 


0 . 5 cotl 72 c 


sin 195 ° 


sin 520 ᄋ cos 510 ᄋ 
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련습 문제 


1. 1) 다음의 도수를 라디안수로 고쳐라. 

57°18、 40°30'， - 30 ° 22 \ -18°48' 

2) 다음의 라디 안수를 도수로 고쳐 라. 

2 4 

3， 一 K , — 2 . 5 7 T , — 一 丁[ 

7 3 

2. 3각형의 세 아낙각의 비가 2:3:4이다. 매 각의 크기를 도수와 라디안수로 표시 
하여 라. 

3. 다음 각을 도수로 표시하고 a^[0, 2 tt] 일 때 a 의 값을 다 써라 . ( ^은 자연수) 


1) a = 

刀， ^ 

= ——卜 2 刀" n 

2) 

a = (~1 ) n — + nK 


4 


3 

3) a = 

n 5 

= -—— 1 —— nn 

4) 

a = (—1) —— 1 —— n 

9 8 


6 3 


4. 원둘레 를 15등분한 활등에 대 한 중심 각의 크기 를 도수와 라디 안으로 밝혀 라. 

5. 직경 이 3.6 m 인 바퀴가 1분동안에 600 바퀴 돈다. 

1) 바퀴의 임의의 점의 각속도 이를 구하여 라. (각속도는 단위시간동안에 돌아간 
각이 다. ) 

2) 축으로부터 1.2 m 떨어진 곳에 있는 바퀴의 점의 선속도를 구하여라. 

(선속도는 단위시간동안에 이동한 거리이다.) 

6. 다음 식의 값의 부호를 말하여 라. 

1} 240 0) 30.25 0) sin323°30 f ^ 116cosl30 o 40' 

； tanl32°57 f ~sin638°25 f ； cot440 이 5' tan360°20 f 


7. 다음 식을 계산하여 라. 


1 ) 


2 ) 


4 sin 


刀， 


4 
4- 


2 tan 


刀， 


2 cos 


代 


2 cot 


n 

~4 


’ 代、 

2 

f \ 

刀， 

tan — 

— 

cot — 

V 4 J 


1 4 ) 


\ 


sin 미 3 - 4 
2 


n A n 
cos — +4cot — 
2 4 


8. 다음의 명제가 주어졌다. 

3 

1) sim ：+ cos ； c = — 인 실수 jc 가 존재 한다. 
2 


2) a ， 浴 가 1 사분구의 각이 고 a 〉浴 이 면 cos a <cos 浴 이 다. 

3) cos a . coSj 8 =l 이 면 sin ( a + 浴 )=0 이 다. 

여기서 옳은것을 지적하여라. 
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제 2 절. 삼각함수으 I 그라프 


1 . y = sinx , y = cosx , 기 = tan ᄌ 의 그라프 
다음것이 옳은가? 

각 jc 의 끝변과 각 义 + 2소冗의 끝변은 일치하므로 이 각들의 삼각함수 
값은 같다. 즉 

sin(x + 2k 刀 :) = sin x , cos(x + Ikjz) = cos x 

한편 전화공식으로부터 

tan(x + tt ) = tanx ， cot(x + tt ) = cotx 이 므로 
tan(x + k 刀;) = tanx ， cot(x + kji ) = cot x 


변수 jc 의 임의의 값에 대하여 정수 £이 있어서 
/(x± £) = /(x) 

이면 함수 /0)를 주기함수，£을 주기라고 부론다. 
보통 주기 2 은 웃식에 맞는 가장 작은 수를 택한다. 


려 【 그 ) sinx, cos x 는 2tt 를 주기 로 하는 주기 함수이 고 tan x, cot x 는 모 를 주 
기 로 하는 주기함수이다. 

주기함수의 그라프는 주기 만한 크기 의 변수구간에 서 그린 그라프부분 
이 되풀이된것이다. 

례를 들어 주기함수 sinjc 와 cosx 의 경우에는 그라프가 구간 [0 ， In ]°11 
서 의 그라프부분이 되 풀이 된것 이 고 tanx 와 cotx 의 경 우에 는 각각 구 

간 -1, (0, 시에서의 그라프부분이 되풀이된것이다. 

V 2 2 J 

그러므로 이 구간에서 삼각함수의 그라프부분만 알면 삼각함수의 그라 
프는 다 알수 있다. 

1) y = sin' 으 | 그근!•프 

단위원둘레를 쓰면 자리표평면에서 점 (:c, sin:c) 를 쉽게 얻을수 있다. 
각 JC 에 대 하여 점 义를 찍고 3 ； 축에 평행 인 중심축에 sinx 를 찍 
는다. 이 점들을 지나며 자리표축에 평행 인 직선들의 사귐점으로 점 
(x, sin 그:)를 얻는다. 


29 















少小 


_ 시 - > -> 

X 2 0 ᄌ1 X 


그림 2-9 


그림 2-9 에 있는 자리표평면에 점 (자, sin 자)과 (그: 2 , 안11' 2 )를 찾아 찍어보아라. 
이 런 방법 으로 함수 3； = sin;c 의 그라프를 다음과 같이 그린다. 


① x 축에 다음의 점들을 찍는다. 

代 n n n 

°， ? I 


3 刀 ■ In 

T , T , 


In 


② J 7 죽에 평행인 원의 중심 죽에 시누스값을 표시 하는 다음의 점들을 찍는다. 


/ 

sin 

V 




. ^ .71 . 7C . . 7 7C . 

smO , sm —， sm — , "•， sm ——, sm ——, sm2^ 
4 2 2 4 


③ 이 점들에서 자리 표죽에 평행인 선들을 그어 사귐 점들을 얻고 그 점들을 
미 끈하게 맺는다 . 


f 

代 . 

——, sm 

r^y 

\ 

> 

r 

n . 
——, sm 

r^y 

\ 

， (0, sinO) ， 

/ \ 

f n . n 

1 2 

、 2 人 

/ 

l 4 

、 4 人 

/ 

U 4j 


f n . n 


( 3 刀 ■ . 3 刀) 


fIn . ln\ 

— , sm — 
U 2 


—— , sm —— 

l 2 2 J 


— , sm — 
4 4 J 


( 2刀", sin 2^-) 



이렇게 그린 구간 [0，2行]에서의 그라프를 구간 …， [- Ik , 0]， [ 27 T , 47 r ], 
[ 47 t , 6;r], … 에서 되풀이하면 임의의 구간에서 j； = sin;c 의 그라프를 그릴수 있다. 
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함수 y = sinx 의 그라프에 의하여 이 함수의 성 질을 알수 있다. 


siirx 의 그라프의 특징 

함수 y=sinx 의 성질 

1) 少= ±1사이에 있다. 

2) 점 ；C = 先 TtU : 옹근수)에서 X 
축과 사군!다. 

3) 구간 L --+ 2 k 7 T 9 -+2^] 

2 2 

에서 오■다. 

4) 구간 [ — +2 ^ ^ , —+ 2 k 7 r ] 

2 2 

에서 내린다. 

5) 원점 0에 aoKM 대칭이다. 

6) 2 tt 를 주기로 하여 되풀이 
된다. 

1) 뜻구역 값구역 [-1,1] 

2) 义 = 소穴(足:옹근수)일 때 함수값은 

0 이다. 

3) 구간 [~-^ 2 k 7 T , 즈+2 소; T ] 에서 

2 2 

함수는 ^가한다. 

4) 구간 [ — +2 ^ ^ , 主= +2 足 ；3 _ ] 에서 

2 2 

소한다. 

5) 少 =sin ᄌ는 홀함수이다. 즉 
sin (- x )=- sinx (x GR ) 

6) y = sinjc 는 주기함수이다. (주기는 
2 tt 이다.) 


문 제 

1. 다음 함수의 그라프는 ;;=sin;c 의 그라프에 어떤 변환을 해서 얻을수 있는가? 그 
그라프를 그려 라. 

1) y =-sinx 2) y =sin(-x) 3) y =-sin(-x) 

2. j；=sinx 의 그라프를 다음과 같이 평행이동하였을 때 얻은 그라프를 식으로 표 
시 하여 라. 

1) x 축의 정방향으로 1 만큼 2) 기축의 정방향으로 0.3 만큼 

2) y =cosx 0| 그라프 

變通透雜 단위원둘레를 쓰면 자리표평면에서 점 U ， COSJC ) 도 쉽게 얻을수 
있다. 각 JC 에 대하여 점 sin;c 는 축에 평행인 중심축에 직접 찍 
을수 있 었 다. 그러 나 점 COSJC 는 义축에 놓이 는 원의 중심 축에 
있으므로 그것을 ；；축에 평행인 중심축에로 옮겨야 한다. 그밖의 
것은 점 U ， sin 시를 얻을 때와 같다. 그림 2-11 에 있는 자리표 
평 면에 점 ( x 1? C0 & X : 1 ) 과 ( x 2 , cosx 2 ) 를 찍 어보아라. 
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/ 

、y 


乂 

느 0 


지 

X 


그림 2-11 


이 런 방법 으로 함수 기 =COSJC 의 그라프를 다음과 같이 그린 다. 
① X 축에 다음의 점 들을 차례 로 찍 는다. 


② X 축과 일 치하는 중심 축에 코시 누스의 값을 표시 하는 점 들을 찍 고 그것 을 
少축에 평행인 중심축에 옮겨찍는다. 


^ n n 1)7 ： 

cosO, cos — , cos — , cos —— , ... , cos2 刀 " 

4 2 4 

③ 이렇게 찍은 점들에서 자리표축에 평행인 직선들을 그어 그 사귐점들을 얻고 
그 점들을 미끈하게 맺는다. 


(0, cosO) , 


71 代 

—, cos — 
U 4) 


—, cos — ，， ( 2 刀、 cos 27 r) 
V 2 2 y 



그림 2-12 


이렇게 그린 구간 [0，2片]에서의 그라프를 구간 …， [-2 tt ，0] ， [27 T ，47 r ] ， 

[4 tt , 6 % ] , … 에서 되풀이하면 임의의 구간에서 ;；= cos;c 의 그라프를 그릴 
수 있다. 

함수 3； = cos _ x 의 그라프는 다음과 같은 특징을 가전다. 
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Cq 


_Q 


y = cos ᄌ으 I 그근!■프의 특징 

1) 직선 7=±1사이에 있다. 

2) 점 x = - +k 7 T 에서 '축과 사군! 다. (소 ez ) 

2 

3) 구간 [2 k 7 T , 刀 "+2 先 ； r ] 에서 내리고 구간 \_7 r + Ikn , 2 rc + 2 kn ] 
에서 오■다. 

4 ) y m \ aoKM 대칭이다. 

5) 2; r 를 주기로 하여 되풀이된다. 


KJ 

문 제 


1. 함수 ; ； =cos;c 의 성질을 그라프의 특징에 기초하여 말하여라. 

2. 다음 함수들의 그라프는 少 = c 에의 그라프에 어떤 변환을 해서 얻을수 있는가? 

그 그라프를 그려 라. 

1) y =-cosx 2) y = cos (~ x ) 3) y =~ cos (~ x ) 

3. ; ； =cos;c 의 그라프를 다음과 같이 평행이동하였을 때 얻은 그라프를 식으로 표시 
하여 라. 

1) '축의 정방향으로 2 만큼 2) 기축의 정방향으로 i 만큼 

4 

4. 少 =sin:c 와 y =cosx^| 그라프는 어떤 관계가 있는가? 

3) y = tanxO | 그라프 

단위원둘레에서 각 에 대한 탕겐스，코탕겐스의 값은 그림 2-13 에서 

와같이 중심축에 평행인 접선들에 표시할수 있다. 그 리유를 설 
명 하여 라. 




그림 2-13 
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단위원을 쓰면 자리표평면에서 점 (지 tarn) 를 쉽게 얻을수 있다. 

각 jc 에 대하여 점 를 x 축에 찍고 점 tanx 를 기축에 평행인 접선에 찍는다. 
이 점들을 지나며 자리표축에 평행인 직선들의 사귐점으로 점 (八 tarn:) 를 얻는다. 



이 런 방법으로 함수 少 =tan;c 의 그라프를 그리면 그림 2-15 와 같다. 



그림 2-15 


함수 ;；=tarLx: 의 그라프는 다음과 같은 특징을 가전다. 

_ Q 

ᄀ j ；= tan;c 의 그라프의 특징 

1) 점 즈+ “：에서 우아래로 한없이 뻗는다. a ez ) 

2 

2) 점 JC = 先 ; Z ： 에서 xmm AffiCK 

3) 구간 (~- + k 7 T 9 1 +소；난에서 오론다. 

2 2 

4) 원점 ◦에 관하여 대칭이다. 

5) m 주기로 하여 되풀이된다. 
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문 제 


1. 함수 ; ； =tan;c 의 성질을 그라프의 특징에 기초하여 말하여라. 

2. j ； =tan;c 의 그라프를 jc 축의 정방향으로 3 만큼 이동하고 기 축의 정방향으로 _5 만큼 
이 동한것 을 식 으로 표시하여 라. 

3. 다음 함수의 그라프는 함수 3 ；=tanx 의 그라프에 어떤 변환을 하여 얻을수 있는 
가를 보고 그라프를 그려 라. 

1) y =~tanx 2) y =tan(~x) 3) y= -tan(-x) 

4) 少 =cotx 으 | 그근!■프 

變通©銳 다음 그림 2-16 은 단위원을 써서 자리표평면에 점 ( jc ， cotx ) 를 
찍는 방법을 보여준다. 그 리유를 설명하여라. 




/ 

nZ _ f (xi, COtXi) 

C0tX：2 

卜 기 

COtXi 


卜 


세 

1 \ 

明 

因 

X 구 2 0 

(X2, C0&C2) 

차 X 

C0tx:2 


그림 2-16 


이 런 방법 을 써 서 함수 j ；= cotJC 의 그라프를 그리 면 그림 2-17 과 같다. 



그림 2-17 
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함수 ;；= cotx 의 그라프는 다음과 같은 특징을 가전다. 


£ 


7= cotx 의 그라프의 특징 

1) 점 소 ; T 에서 아래우로 한없이 뻗는다. 
(k EZ ) 

2) 점 1 +先 ; dH 【서 '축과 사군[다. 

2 

3) ( kjr , U ： +l);r) 에서 내린다. 

4) 원점 o 에 mm 대칭이다. 

5) 묘를 주기로 하여 되풀이된다. 



제 


1. 함수 ;；= cot : c 의 그라프의 특징에 기초하여 이 함수의 성질을 말하여라. 

2. 다음 함수의 그라프는 7= cotj ： 의 그라프에 어떤 변환을 하여 얻을수 있는가? 

1 ) y =~cotx 2) y = cot (~ x ) 3) y =~ cot (- x ) 

3. cot a <0, sina〉cosa 일 때 a 는 몇 분구의 각인가? 


2. 기 = asin (公 ： c + c ) 의 그라프 

반경 이 3 인 원둘레 를 따라 점 모 가 처 음에 

자리각이 즈인 점。에서 떠나 정방향으로 각 
3 

속도 ^로 회 전한다. 이때 점 P 에서 JC , 少축 

에 내린 수직선의 밑점 H , K 의 운동방정식을 
만들어 보자. 

점 P 0 으로부터《초후에 점 P 로 돌아갔다 
고 하면 점 모의 자리각은 

n 代 
— t+ — 

4 3 



그림 2-18 


이제 점 모의 자리표를 (지 少)라고 하면 시누스，코시누스의 정의로부터 


少 


f \ 

71 71 

— t + — 
4 3 


V 


X 

— = cos 


、4 3 j 
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첫 식으로부터 少 =3 sin (' + -) 

4 3 

둘째 식으로부터 


( n 刀시 


刀， 

( n 刀，、 l 


(n 니 

— t + — 

=3 sin 

一 + 


=3 sin 

— t + —7 T 

v 4 3 ) 


2 

U 3 乂 


U 6 J 


그런데 점 모의 ; c ， j ； 자리표는 각각 점 H 의 jc 축에서의 자리표，점 足의 
3；축에 서 의 자리표와 같다. 

(刀: 5 、1 

따라서 점 H 의 운동방정식은 ; c =3 sin -t + -7 r 

V4 6 ) 

f \ 

점 災의 운동방정식은 ^=3 sin -t + - 

U 3j 

점 H，K 의 운동을 조화진동이 라고 부론다. 

이 로부터 함수 少 대 sin ( fcrh :) 는 조화진동을 표시 한다고 말할수 있 다. 


다음 함수들의 그라프는 ;；= sin ; c 의 그라프에 어떤 변환을 해야 
얻을수 있는가? (그림 2-19) 


1) y =3 sinx , 


y = — smx 
2 


x 


2) y —sin — , 
2 


3) y =sin 


x — 


y = sin 3 x 
y = sin (: c +3) 



그림 2-19 
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y = asinx ^} 그리*프 


1) a >0 인 경우에는 ^=sinxOf 그라 
프를 少축방향으로의 확대(“>1)， 
축소(0<“ <1)변환을 하여 얻는다. 

2) «<0인 경우에는 少 = U | sin ; c 의 
그라프를 jc 축에 관하여 대칭이동 
方 f 여 얻는다. 



y = s\nb '으| 그근!■프 


1) & >0인 경우에는 ^=sinxOf 그라 
프를 ᄌ축방향으로의 확대(0<스 <1), 
축소 (6 〉1) 변환을 하여 얻는다. 

2) 6<0인경우에 3；= sin |6 |jc 의 
그라프를 y m \ 관하여 대칭이동 
하여 얻는다. 



少 = sinOc + c ) 으| 그근!■프 


j；=sinxOf 그라프를 ᄌ축방향으로 
| c | 만큼 평행이동하여 얻는다. 

이때 

c > 0 : ᄌ축의 부방향 
c < 0 : ᄌ축의 정방향 



BI 1: ) 함수 ;;=3 sinf 의 그라프를 그려라. 

(풀이) 이 함수의 그라프는 3 ；=siruc 의 그라프를 

① 少 축방향으로 3배 확대 하여 j ； = 3 sin ' 의 그라프를 얻 고 

② 다시 x 축방향으로 2배 확대하여 얻는다. 
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례 2、) 함수 ;；=丄 sin ( 4 ； c -0.6) 의 그라프를 그려라. 
- 2 




















(풀이) j ；=- sin (4 x -0.6 ) = - sin 4( x -0. 15 ) 

2 2 

이 함수의 그라프는 y = sin ' 의 그라프를 

① j ； 축방향으로 丄 축소하여 ；；= 丄 sin;c 의 그라프를 그리 고 

2 2 

② 축방향으로 丄 축소하여 v = isin 4: c 의 그라프를 얻 으며 

4 2 

③ 다시 축의 오른쪽방향으로 0.15 만큼 평행이동하여 얻는다. 


문 제 



그림 2-20 


1. 다음 함수의 그라프는 j = sin ; c 의 그라프에 어떤 변환을 하여 얻을수 있는가? 


1) v = —— sinx 
2 


ᄉ K 、 


A) y = sin 


- - x 


2) y = sin 

V 

5) y = sin (-5 + x) 


3) y = 4 sin 3 x 


2. 다음 함수들의 그라프를 그려라. 


1) y =sin 


x 刀， 
—+ — 
3 2 


2) y =2. 5 sin (3 x _ 1) 


3. 그라프가 다음과 같은 함수를 식으로 써 라. 

1) 곡선 j=sinx 를 ;; 축방향으로 2 배， x 축방향으로 3 배 확대 하고 x 축의 부방 
향으로 0.5 만큼 평행이동한 곡선 

2) 곡선 ;；=tanx 를 x 축방향으로 0.2 배 로 축소하고 기 축의 부방향으로 1 만큼 
평 행 이 동한 곡선 

變斑 다음 □에 알맞는 식을 써넣어라. 

임의 의 실수 a, 6 에 대 하여 같기식 


asinx + bcosx = 、 la 2 + Z ? 2 sin(x + ^) 
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가 성립하는 각 P 가 있다. 

□ 


이 때 cos 。 : 


、j a 2 + b 2 


sirup : 


□ 


、j a 2 + b 2 


우의 같기 식 을 리 용하여 함수 j ； = asin；c + 6 cosx 의 그라프와 최 대 값，최 소값을 
쉽게 구할수 있다. 


례 O 함수 = siruc-cos；c 의 그라프를 그리고 최대값，최소값을 구하여 라. 


(풀이) a = l f 뉴 -1 이므로 

cos 。 

sin 。 = 


： Vi ^ = V 2 

-i i 

W 그류 


(p- 


n 


따 라서 sinx - cosx = V 2 sin 


r 刀:、 


즉 


y — V2sin 


( 刀:' 



최 대 값 V 2 , 최 소값 - V 2 


문 제 

1. 다음 함수의 최대값，최소값을 구하여 라. 

I — x X 

1) y = sin2x-cos2x 2) y = 3 sinx - 4cosx 3) y = V7sin —— 3cos — 
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2. 다음 함수의 그라프를 그려라. 
1) y = sinx + cosx 

3) y = sin2x + cos2x 


2) y = 4sinx + 3cosx 
4) .^sin^cos^ 


련 습 문 제 


■ 


1. 단위원둘레 를 16 등분하고 한 자리표평 면에 

y =sinx, y =cosx, 기 =tanx, y =cotx 

의 그라프를 그려라. 

2. 구간 [-2 7 T , 2 tt ] 에서 함수가 정의되지 않는 점을 버리고 다음 함수들의 
그라프를 그려 라. 


2) y = |cosx | , y =0. 5cosx , y =cos 


， y =sin 

H . 

r 代、 

—, y =sm 

x - 


刀， 

V 3 ) 


2x 

( n 


刀， 


y =cos 


- x 

v4 j 


3x 


/ \ 

n 


， y =tan 

X H - 

刀， 


l 6J 


3) y = | tan x |, y =2tanx , y =tan 

3. 다음 함수의 그라프를 그려라. 

1) y= \ sinx | - — sinx 2) y =sin | x | +sinx 


7T 


4. 함수 v =3sin 2x + - 

v 4y 

1) 주기 는 4;r 이 다. 

2) 홀함수이다. 


가 있다. 다음의 명제에서 옳은것을 찾아라. 


刀， 


3) 주어진 함수는 j ； =3sin2；c 의 그라프를 왼쪽으로 ^만큼 평행이동한것이다. 


4) 구간 


13 16 

—— 7T, —— 7T 
12 12 j 


에서 증가한다. 


5. /( 多 )= <2언11 2 义 + 公언11^.。0없： + (：(：03 2 义의 최대값과 최소값을 구하여 라. 

6. sina + cosa =일 때 a 는 몇분구의 각인가? 


7 . 3； = ^^의 주기를 구하여라. 

1 - COSX 

!. 다음 함수가운데 서 짝함수이면서 구간 (0， 7 T ) 에서 증가하는 함수를 찾아라. 
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1) y = tan x 

2) y = cos (- x ) 

3) y = sin 

r n 、 

x - 

4) 少 = 

X 

cos — 




v 2) 


2 


9. 빗변 BC =5 cm 인 직3각형 ABC 의 정점 A 에서 빗변에 높이 AD 를 긋고 밑점 D 에 
서 직 각변 AB 에 내린 수직 선분 DE 를 긋는다. BE =3； 를 ZB =0 의 함수로 표시 
하고 이 함수 少=/(60의 그라프를 대강 그려 라. 



임의의 x 에 대하여 


siruc 브 1 이 R 무 y = 

X . 

— sim ： 

< 

X 

II 卜’ 1 

2 


2 


이다. 


o [로부61 함^ 少=스언111(乂>0)으[ 그 sea cmm 같 o [ 그린[아. 
2 



① 少=±증와 j = sinjc ( x >0) 의 그라프를 그린다. 

② j = sinjc ( x >0) o [ 그라프를 직선 j=±|of 사이에서 늘구거나 

출구면서 그라프를 완성한다. 

0 [와 길은 방법영 다음 힘수의 그라프를 대강 그려라. 

1) j=- —sinjc(x>0) 

2 

2) y= (4 - x)sinx(0 < x <4) 
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3) j=2 만 4 sim: 





















제 3 절. 거꿀삼각함수 


1. 거꿀삼각함수 

© ® 1) 그림 2-22 를 보고 같기식 sin' = i 에 맞는 jc 의 값들을 찾아내여라. 

2 

모두 몇개나 되는가? 



그림 2-22 


2) 함수 >； = sinx 의 증가구간과 감소구간을 찾아라. 

n 代 


함수 기 = sin' 는 구간 


2 2 


에서 증가한다. 그러므로 이 구간에 sin 


x 


인 때 값은 - 하나뿐이 다. 


01 값을 arcsin l 로 표시하그 1 <<0HAI ^- I 》 01 라교 읽는다. 


마찬가지로 sin'=0.7 
일반적으로 


즈、 

2 2 


에 맞는 ;c 의 값을 arcsin0.7 로 표시 한다. 


sinx = m 


n n 

- < x < — 

2 2j 

나今 x = arcsin 씨 

《아크시누스 m» 


aiQ 


arcsm 


2 


◊■이) arcsin 


2 


을 구하여 라. 
'라고 하면 S in 厂 


2 


' n n 

— <x< — 
2 2 


언11' =-스 < 0이 므로 jc 는 4사분구의 각이고 x= 
2 


7 Z 


따•라써 


arcsm 


n 

~6 
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문 제 


다음 값을 구하여 라. 


1) arcsin 


~2 


2) arcsinl 


3) arcsin 






4) arcsinO 



그것을 구하면 

. r 7i n 、 

sm x = v -< v < — 

l 2 ’ 2j 

jc=arcsin 少 (-1 < j ； < 1) 
) 厂 arcsim ： (-1 < x < 1) 


함수 j；=sinx 의 거물함수 =arcsin 义 를 거꿀시누스함수라고도 부론다. 


함수 j ； = arcsin' 의 그라프는 함수 j; = sinx 
;； = 义에 관하여 대 칭 이 동하여 얻 을수 있 다. 


r n n 、 

<x< — 

V 2 2 y 


의 그라프를 직선 


문 제 

1. 함수 少 =arcsirLx 의 뜻구역과 값구역을 말하여 라. 

2. 다음 식 에 맞는 义의 값을 기 호 arcsin 로 표시하여 라. 


1) sinx =- 


서 ^<x<^ 
2 2 




2 


2) 2sinx =0. 3 


v 

f n 代、 

— <x< — 
v 2 2 y 
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3. 함수 少 = arcsirLx 의 그라프를 보고 다음 사실을 밝혀라. 

1) 少 =arcsiruc 는 증가함수이다. 

2) 少 =arcsinx 는 홀함수이다. 

4. 즈와 arcsin 丄의 크기관계를 밝혀 라. 

4 2 


變® 1) 그림 2-24 를 보고 같기식 cosjc = 1 에 맞는 '의 값들을 찾아라. 모 

2 

두 몇개나 되는가? 



그림 2-24 

2) cos ; c = i 에 맞는 의 값이 득 하나씩 정해지는 구간을 찾아보아라. 
2 


함수 y = cosx ^ 구간 [0, 기 에서 감소한다. 


刀， 


그러므로 이 구간에서 cosx = — 인 x 의 값은 一 하나뿐이다. 

2 3 


이 값을 arccos - 로 표시하고 《아크코시누스 一》 이 라고 읽는다. 

2 2 

J3 J3 

마잔가지로 cosx = —— (0< jc <; t ) 에 맞는 '의 값을 arccos ——로 표시한다. 
2 2 

일반적으로 


cosx = m 

卜分 ᄌ = arccos m 

《아크코시누스 m » 


兵 


례 균 》 arccos — 4- 구하여 라. 
2 
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(#0[) arccos —= x 하면 cosx =—(0< x <^) 

2 2 

cos ■데〉 0 이 므로 ' 는 1 사분구의 각이고 x 71 


2 


따라서 arccos 




代 


2 6 


6 


문 제 


다음 값을 구하여라. 

f 厂、 


1) arccos 


. V 3 


v 2 , 


2) arccos 1 3) arccos 


표 


4) arccosO 


變雜繼銳 

함수 y =cos x 는 구간 [0, 기에서 少의 매개의 값에 '의 득 하나 
의 값이 정해 진다. 왜 그런가? 


y =cos x t 구간 [0, 行] 에 서 감소하므로 거 
물함수를 가전다. 그것을 구하면 
cos x = y (0< x <7 r ) 
x =arccos j (-1 < j < 1) 
y =arccos x (-1 <x<1) 

함수 _ y = arccos ' 는 少 = cos_x 의 거물함수 
이 다. 

함수 少 = arccos ' 를 거꿀코시누스함수라고 
부론다. 

함수 y =arccos x 의 그라프는 y =cosx 
(0< jc <; t ) 의 그라프를 직선 ;； = ；(： 에 관하여 



대칭 이동하여 얻을수 있다. 


문 제 

1. 함수 7= arccos ' 의 뜻구역과 값구역을 말하여 라. 

2. 다음 식 에 맞는 义 의 값을 기 호 arccos 로 표시하여 라. 

V2 

1) cos' = 복 —— (0<x<7r) 2) cosx =0. 9(0 < x <^ ) 

2 
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3. 함수 j ；= arccos ; c 의 그라프를 보면서 다음 사실을 밝혀라. 

1) 7= arccos ' 의 그라프는 [—1,1] 에서 감소한다. 

2) arccos (~ x ) = 7 r -arccosx 

4. 거물함수의 정의를 리용하여 다음 사실을 밝혀라. 

1) sin ( arcsinx ) = x , x e [-1, 1] 

2) cos (arccos x ) = x , x e [-1, 1] 

5. 다음것 을 증명하여 라. 


1) sin (arccos x ) = \ l-x 

3) tan (arccos x ) 




2) cos ( arcsinx )= ^ l - x 2 

4) cot ( arccos : ᅳ 


x 


、f[- 


■ x 


다음것 이 옳은가? 

같기식 tan =1로 되 는 义 의 값은 무수히 많다. 그러 나 구간 


\， f 에 드는것은 중하나뿐이다 • 


같기식 tanx = l 에 맞는 x 의 값들가운데서 구간 

arctanl 

과 같이 표시하고《아크탕겐스》라고 읽는다. 그러면 


代 n 
~ 2 ' ~2 


에 드는것을 


arctanl = 


n 


4 


일반적으로 


tanx = m 


n n 

> o x = arctan m 

- < x < — 

2 2^ 

《아크탕겐스 m » 


함수 ^ y = tan 义 는 구간 


f 7 t n ' 

v _ 2 ? 2 y 


에서 증가하므로 거물함수를 가전다. 


그것을 구하면 

f 

y =arctan x 


n n 
-oo < x < +oc, — < y < — 


、 2 1 , 
《거꿀탕겐스함수》 

마찬가지방법으로 함수 ;；=cotx 의 거물함수 
少 = arccot ' 도 이끌어낼수 있다. 

거 물 탕겐스함수 .y =arctan x (-00 < x < + oo ) 


의 그라프는 y=tanx 


r n n ' 

< y < — 
2 2 




의 그라프를 


직 선 y = x 에 관하여 대 칭 이 동하여 얻 을수 있 다. 



그림 2-26 
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문 제 


1. 함수 ;；= arctanx 의 그라프를 보면서 다음 사실을 밝혀라. 

1) 이 함수는 (-°°, + oo ) 에 서 증가한다. 

2) 이 함수는 홀함수이 다. 즉 arctan (- x ) =-arctanx 

2. 구간 (0, tt ) 에서 함수 y = cotx ^\ 거꿀함수 ji ^ arccotjc 를 정 의 하여 라. 

3. 함수 . y ^ arccotx , x e (- 00 , +〔미의 그라프를 그리 고 다음 사실을 밝혀 라. 

1) 少 = arccot ' 는 (-⑴， + oo ) 에서 감소한다. 

2) j ^ arccot ' 의 그라프는 (-°°， 0) 에서 볼록하고 (0， + oo ) 에서 오목하다. 

3) arccot (-义) = 刀: — arccot ' 

4. 다음 같기 식 을 증명하여 라. 

1) tan (arctan x ) = x 2) cot ( arccotx ) = x 


3) 


tan ( arccotx ) = — 


x 


4) cot (arctan x 


) = i 


2. 거꿀삼각함수들사이의 관계 

變®©銳 1) 다음 □에 알맞는것을 써넣어라. 


. 丄 丄 刀 ■ 穴 * 

arcsm — +arccos — = — + — 
2 2 6 3 


7 Z 


arcsin —+arccos — ^ 




arctan V 3 +arccot V 3 
arctan ( —1) +arccot (-1) = □ 

2) 그라프를 보고 다음 같기 식을 설명 하여 라. 


arcsin x +arccos x = — 
2 


arctan x +arccot x = — 
2 



그림 2-27 
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정리 1. 임의의 XG [一1， 1] 에 대하여 다음 같기식이 성립한다. 

arcsin x +arccos x =— 

2 


(증명) sin ( — — arccos x )= cos(arccos x)=x 

한편 0 < arccos x<tt 이 므로 

n 代 n 

— —< — -arccos x < — 

2 2 2 

따라서 아크시누스의 정의 로부터 

. 代 

arcsmx = — -arccos x 
2 

arcsin x +arccos x =— 
2 


정리 2. 임의의 xG(-oo, +oo) 에 대하여 다음 같기식이 성림한다. 


arctan x +arccot x =— 
2 


프 ) arcsin r arctan-^^ ， H4. 


(풀이) arcsin — a 라고하면 


. 3 n n 

sm a = —, ~ — < a < — 
5 2 2 


cos a - 


1-sin 1 2 


a 


4 


따라서 tana 


sina _ 3 
cos 公 4 


그러므로 a=arctan — 즉 

4 


arcsin — =arctan — 

5 4 


문 제 


1. 정 리 2를 증명하여 라. 

2. 다음 같기 식 을 증명하여 라. 
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” arctan r arccos jT 


1 2 

2) arccot( —— ) = 刀 : 一 arcsin — 厂 

2 V5 


3) arcsin x ： 


4) arctan x ： 


arccosVl - 났 


xe[0, 1 ] 


- arccos v 1 — x ， x g [—1, 0] 


arccot —, x)0 

x 

arccot — 穴 ' x(0 
x 


5) arccos x 

n + arctan 

3. 다음 식을 증명하여라 


Vl - x ^ 

arctan - , x g (0, 1] 


^7 


X G [-1, 0) 


시 . 40 . 

1) arcsm —— +arccos 

41 

3) tan (arcsin x) = 


x 


: 7 t 


2) 4arctan 


- arctan - 


n 


239 4 




X e (네 1) 


련습 문제 

1. 다음 식을 계산하여 라. 


3) sin 





( 3 〉 

cos 

2arcsin — 

2) sin 

arcsin — 


l 2j 


1 4 J 


. 1 . 

r iY 



’ 3 、 

7 一 

arcsin —+ arcsin 
_ 2 


4) sin 

arcsin 

r 瓦 

+ arccos — 


2. arctan ( tanl ) 과 arctanl 의 크기 관계 를 밝혀 라. 

3. 다음 식의 값을 구하여라. 

(I : 

1) arcsin ( cosl ) 2) sin — arctan - 

4. 다음 같기 식 을 증명하여 라. 

1 1 32 

1) 2 arctan — +arctan — = arctan —— 

5 4 43 

2) 2 arccos a — arccos (2 a 2 -1)=0 (0< a < l ) 

3) arctan a +arctan g - yr+arctan a + ^ ( a >0, a j 3〉 l ) 

1 — cc/3 
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4) arctan a +arctan jS +arctan r = k (a + iS + r = a iS r , a , iS , r >0 ) 

n 


5) arctan3" -arctan3" 


6 


5. 다음 식 을 변형하여 라. 

1) tan(2arctanx) 

3) tan (arctan x +arctan j；) 
5) sin (arcsin x +arccos y ) 

6. 다음 같기 식 을 증명하여 라. 

1) sin(arctanx) : ’ 


Vi + 


x 


3) cos(arctanx) : 


Vl + x 2 

7. 다음 식을 증명하여 라. 


2) cot(2arccotx) 

4) tan (arctan x — arctan ^) 
6) cos (arccos x — arccos y ) 

2) sin(arccotx) = 1 


4) cos(arccotx) : 


/l + x 

X 


vr 


+ x 


. 1 + V 3 5tt 

arcsin —— 규=厂 = —— 

2V2 12 


제4절. 삼각방정식 


1. 가장 간단한 삼각방정식 


sin x +cos x =0 sin(2 ᄌ+1)= -1 
과 같이 삼각식이 들어있는 방정식을 삼각방정식이라고 부른다. 

sinx= m , cosx= m , tanx= m 
과 같 S 방정식은 가장 간단한 삼각방정식이다. 




(풀이) 그림 2-29 를 보면 구하려는 풀이는 

7r / . 1 、 5 ^- / n \ 

— (=arcsm — )，—— (= 刀"- ) 

6 2 6 6 


에 각각 2 k ： 


n 0 7 

— + Z K 7t ， X= 
6 


더 한것 즉 

n — — 1 +2 k 7t (k =0, ±1，±2, 

v 



라는것을 알수 있다. 
둘째 식 을 변형하면 
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刀， 

~6 


+ (2소 + 1片 


따라서 구하려는 풀이는 다음과 같다. 

x ={- l) n — + n7r ( n=O f ±1，±2, 
6 

이것을 다음과 같이 쓸수도 있다. 


( — 1) "arcsin — + n 7 r 
2 


Si Wc =m (|m|®)0| 풀이 
x = (-l) w arcsinm + nn , n- 0, ±1, ±2, 


aTT) sin2;c = —스^를 풀어라. 

-- - Z r\ 


2 

(풀이) 우의 공식을 쓰면 


고 


2' = ( —1) "arcsin (— —— )+ nn 

2 




( n=0 f ±1 ， ±2,- 


문 제 


다음 방정식을 풀어 라. 

1) sinx=_l 2) sin2x : 


3) sin3x : 


接 


례 3^ cos 厂一을 풀어 라. 
2 


4) sin(2x-l) : 


. V 2 

~Y 


(풀이) 그림 2-30 을 보면 구하려는 풀이는 

7Z , 1 、 TC 

一 (=arccos — )， - — 

3 2 3 

에 2^2 7t 를 더 한것 즉 

7[ 71 

x = — + 2nK , x=— —+2^7 k ( n=0 f ± 1, ± 2,* 
3 3 

이라는것을 알수 있다. 

두 식을 하나로 쓰면 



土 — +2n 7t ( n=0, ±1， ±2,.") 
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_Q 

〔c 

cosx -m (|m| 브 1) 의 풀이 
x = ±arccosm + 2 穴 ; r, 자 =0, ±1 ， ±2,". 



례 4》 tam：=A/ 공을 풀어 라. 


(풀이) 그림 2-31 을 보면 구하려는 풀이는 

— (=arctan V3 ) , —+ tt 
3 3 

에 각각 2n7r 를 더한것 과 같다는것 을 알수 
있다. 즉 

x= — + 2nK , x= —+ (2^7+1) k 

3 3 

두 식을 하나로 쓰면 


n 


一 + 穴 刀:， n=Q, ± 1, ±2,* 



그림 2-31 




tanx=m 9] 풀이 
x = arctan w + mr , 자 =0 ， ±1 ， 


± 2 , 


Q 


문 제 


다음 방정식을 물어라. (1-2) 

1. 1) COSX= -1 

3) cos3x= 

2 

2. 1) tanx= -1 

3) t3.n5 x = — - j = 

V 3 

3. cotx = m ^\ 풀이가 x =arccotm+^7r 

4. 다음 방정식을 풀어 라. 


2) cos2x= — 

2 

V 3 

4) cos(2x —1)= - —— 

2 

2) cos2x= - V3 
4) tan (5 x — 1) = -V 궁 
n = 0 , ±1， ±2, …)라는것을 밝혀 라. 


1) cotx =1 
3) cot2x =-1 


2) cotx = - V3 
4) cot(2x +5) = —1 
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2. 삼각방정식의 풀이법 

삼각방정식을 풀 때에는 그것을 먼저 가장 간단한 모양의 삼각방정식으로 고쳐서 
푼다. 


례 1) 2 sin 2 义 一3 cos_x =0을 풀어 라. 


(풀이) 왼변을 변형하면 


cosx=t 로 놓으면 


2(1— cos 2 x ) — 3 cosx =0 
2 cos 2 x +3 cosx —2=0 

2, 2 +3，-2=0 

(2 卜 1)( 호 +2)=0 


t = —， t = — 2 
2 


따라서 cos X = — , COSX : 
2 




__ 1 穴 " 

첫 방정식의 풀이는 ' = 土 arccos— + 2/7刀 ■ = ± —+ 2/2刀"， neZ 

2 3 

둘째 방정식의 풀이는 없다. 따라서 

x = ± — + 2 mr , n^Z 


문 제 

다음 방정 식 을 풀어 라. Q -2) 

1. 1) sin 2 x —2 sinx + l =0 

3) 2 cos 2 x +5 cos x — 3=0 
5) 2 sin 2 x + cos 2 x =1 
7) sin 2 x — 4 sin x cos x +3 cos 2 x =0 
9) sin 3 + sin 2 x = l+sinx 

2. 안같기식 cos ; c >0 을 만족시키는 방정식 
구하여 라. 


2) tan 2 x — 6=5 tanx 
4) 3 tan 2 x — 4 V 3 tan x +3=0 
6) 5 cos 2 x =4 sinx 
8) tan 3 x + tan 2 x — 3 tanx —3=0 

1 —5 sin ᄌ +2 cos 2 ᄌ =6 의 모든 풀이 를 


다음것을 증명하여라. 

sinx =sin^ <^>x = (- 1 )^ y+k % , k eZ 

(S0[) sinx=sinj；<^> sin ᄌ一 sin 7=0 

0 ᄌ+少 . x-y A 
2cos - — sm -- =0 


54 


2 


2 










X + V , x — V 

o cos -— =0 또 r sin -- =0 

2 2 


x : 


이로부터 
두 식을 하나로 쓰면 


ᄄ 즈 F 어 + 2 “ 다 무- 1 " 1 ’ keZ 

y ± % + 2 k k =- y ^ ( 2 k + 1 ) % 또는 x = y + 2 k k 


，「 (-1 )오 少 + 足 刀:， k gZ 


례 3^) sinx：=cosr 를 풀어 라. 


刀， 


(■이) sin ， 에) 


7 T 


례 2 에 의하여 -~x = (-l) k x^k 7 t , keZ 
2 


n 


(一 1 ) 세 —소 


7 t 


足 가 홀수이 면 왼변이 0이 므로 一소 =2 n 인 경 우만 보자. 

刀， 

2 x = 一 刀 : 

2 


x = — ^nK, nEiZ 

4 


[다른 방법] 


sinx -cosx=0 «V2 sin 


( n 、 

x - 

4 


V 


)=0 


j 


一 t (一 1 ” 0 나冗 


x = — + k 7t , (k gZ) 

4 


문 제 

1. 다음것 을 증명하여 라. 

1) cosx=cos j ； <» x=±y ^2k k 9 k gZ 

2) tanx =tany <^> x = y^k k , k gZ 

2) cos2x -cos3° =0 
4) tanx = tanl6° 

6) cos (7 x -2) =cos (2 x +1) 
8) 1-cos4x=2cos 2 x 


2. 다음 방정식을 풀어 라. 

1) sin3x = 一 sinl2 ᄋ 
3) sin4° -cos7x =0 
5) tanx =cosx 
7) sin3x -cos(x -2)=0 
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례 4: 〉 5cos:c — 2sin:c = a/5 급를 풀어 라 . 
( 풀이 ) a/5 2 + 2 2 =# 이므로 


cos cp= 


V29 , 


인。가 있다 . 

그러면 주어진 방정식은 


sin cp= 


2 

V29 


cosx cos。— sin x sin 
cos (x+^)=1 

x= 一 cp + 2k k ， k gZ 
5 2 

여기서 (p =arccos —^ (또는 arcsin (-—^)) 


V29 


V29 


x = -arccos 


V 29 


+2 足 tt ， k gZ 


례 2sinx=2 - sin2x-2cosx'f- 풀어 라 . 


( 풀이 ) 방정 식 을 변형하면 

2 (sinx +cosx )=2 —2sim ： cos；c 
2 (sinx +cosx )=2 - [(sinx +cosx) 2 —1] 
sinx +cosx= f 로 표시 하면 

2t=2-t 2 + 1 

t 2 + 2 ， -3=0 
(t + 3)( ， -l)=0 
卜 - 3 ， t=l 

이 리 하여 주어 진 방정 식 과 동등한 두 방정 식 

sinx +cosjc= — 3 
sinx +cos 厂 1 

을 얻는다 . 

그런데 |sinx +cosx | 드 2 이므로 첫 방정식은 풀이 가 없다 . 
둘째 방정식을 풀면 

sin(x + -) = -^ 

4 V2 

x + — = {~l) k —^k 7t 

4 4 

x = [(~l) k -1] —~^k 7t, k gZ 

4 
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문 제 


다음 방정식을 풀어라. (1-2) 

1. 1) — sin x + — cos x = 

2 2 2 

3) (cosx -sinx) (2tan x +secx +2) =0 
5) cot3xtan5x=l 

2 . 1 ) sin 2 2x=6sinxcosx -2 

2) sin 4 x +cos 4 x = — sin x cos x (sin2x=t) 

2 

3) tan 2 x — 3cos 2 x=cos2x (cosx=t) 


2) 3sin5x — 4cos5x = 


숨 


4) sinx+2cosx = -3 
6) tan(x-2)tan5x=l 


례 6^) sinx +sin2x +sin3 x = 1+cosx +cos2 x-f- 풀어 라. 


(풀이) 왼변을 변형하면 

sin x +sin2 x +sin3 x = (sin x +sin3 x) +sin2 x =2sin x cos x (2cos x +1) 
오른변을 변형하면 

1+cos x +cos2 x = (l+cos2 x ) +cos x =cos x (2cos x +1) 


따라서 주어진 방정식은 

2sinxcosx (2cosx+l)=cosx (2cosx+l) 


(2sinx -l)cosx (2cos'+l)=0 


sin jc 


刀， 

x = k % , 


keZ 


cosx=0 f 


x=± V 2k% 


cosx ： 


속 +2k 


7 t 


례 7〕 ) 10용々(안11' + (：08지 = 1을 풀어 라. 
(풀이) sinx+cosx = V2 


a/ 2 sin(x + —)= V2 

4 

sin(x + —)=1 

4 


x^ — = {-l) k — +^7T, k gZ 

4 2 

x=- —+ (-1)^ —+ A: 7t, k gZ 

4 2 
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문 제 

1. 다음 방정식을 풀어 라 . 

1) sin x cos x +sin2 x cos2 x _sin2 x cos x -sin x cos2 x =0 

2) sin2xcosxtanx =0 

3) sin x sin7 x =sin3 x sin5 x 

4) cos 2 x +cos 2 2 x +cos 2 3 x +cos 2 4 x=2 

5) tan x +tan2 x -tan3 x =0 

2. 방정식 Psinx+2cosx =2P 가 풀이를 가지는 표를 모두 구하여 라 . 

3. 다음 방정식을 풀어 라 . 

1 ) V3 sina x +cosa x = 1 

2) (cosx) C0s3x+2c0SX =l 


례 8〕 ) arcsirux 시를 풀어 라 . 


(■[) 


x =sin (arcsin x) =sin — = — 

3 2 


례 9: 〉 4arctan(x 2 -3x+2) - tt =04 - 풀어 라 . 
( 풀이 ) 4arctan(x 2 -3x+2) = 7T 

arctan (x 3 x +2) = — 

4 

x 2 -3x+2=1 
(x — 1) (x ^2) =0 

즉 x =1, x =2 


려 1 巧 》 Tt-arcsin ᄌ =arccos ᄌ를 풀어 라 . 
( 풀이 ) sin ( 刀 : 一 arcsin')=sin(arccos 그 :) 


sin (arcsin x) =sin (arccos x) 


x 


: 、『■ 


X 


2x^—1, x — zb — -j= 

V2 

이것은 주어진 방정식에 맞지 않으므로 풀이는 없다 . 
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문 제 


다음 방정 식 을 줄어라. (1-4) 


刀， 

1. 1) arccosjry 

3 

3) arccotx = — % 

4 

2. 1) 6arcsin 、 /I=2 刀: 


3) 10arccot(3x -1)=5 刀: 

刀， 

3. 1) arctan(x+2)^arctan(x +l) = y 
3) 2arcsin ᄌ =arccosx 

sin 2 (jc~) 

tan(x--) - 

4. 1) 2 4 -2.0.25 세 =1 


2) arctan x = — 

4 

4) lg (arctan x) +lg (arccot x) = 1 
2) 3arccos ᄌ 2 -刀: =0 

2) arcsin x =arctan x 


2) log 3 cos x +log i (1 — sin x) = 1 


3. 련립삼각방정식 

례 1: ) 다음 련 립 방정 식 을 풀어 라 . 

ftanx-tanj^ = 2 
[ x-\- y = 7T 

( 풀이 ) 둘째 방정식에서 少 = 7T-；C 를 얻고 그것을 첫째 방정식에 갈아넣으면 

tan x - tan ( 刀 : - ' ) =2 
2tanx=2, tanx=l 

x = 一 ' 누 k % , k e.7j 

4 

V = K — { — + k 7t) = — 7t — k 7t , k gZ 

4 4 

따라서 풀이는 

{( — + k 7t , 든 - 7t-k 7t) \ k gZ} 

4 4 


례 2^ 다음 련 립 방정 식 을 풀어 라. 

fsinx + sinj ； = 1 
\x + y = 7 T 

(■이) 첫째 방정 식 을 변형하면 
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2sin 즈쑈 cos 즈그 =1 


둘째 방정 식 을 고려하면 


代 X — V 

2sin- cos —스 =1 
2 2 


cos 


x-y _ 1 
一 1 2 


즈그과 2 “r 

2 3 


x-y=±- n+Ak % 


2 

따라서 2 x =n±— K +/ [k k 


x = — ± — +2k k 
2 3 

_ 2 

2 기 =7T 平 一 TT —4k 7t 


刀 " 一 刀 " 0 7 

v — —I— 一 Z k % 
2 3 


그러므로 풀이 


r -±- + 2k7r,- + --^kn 
2 3 2 3 


keZ) 


j 


제 


다음 련 립방정 식 을 풀어 라 . (1-3) 


1 . 1 ) 


tan, + cot,^ 
2 


2 ) 


•^ + 7 
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[tanx-tan^ : 

\x + y - 7T 


2 . 1 ) 


sinx 


sm^ 


그 : + 少 : 


2 ) 


n 


3sin(x - y) 
n 

x + y = — 

2 


6sim ： sir 沙 
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3. 1) 


tanx - tany = 2 

x + y = 7T 


2 ) 


smx + sm_y 


n 

ᄌ+ 少 = 一 


4. u 가 어떤 값을 잡을 때 련립 방정식 이 줄이를 가지는가 ? 

[2cosxcosj ； cos(x -y) = l 
[x + y = a 




다음 련립방정식을 풀어라 . 


smx • sm_y 


cosx • cos); 


7T 


(x- y —— \_21at, k e Z) 


( 풀이 ) 두 방정 식의 왼변을 변형하면 


- — [cos(x + y)~ cos(x _ 少 )] = 

1 3 

— [cos(x + 少 ) + cos(x - y)] = — 


乂 


cos(x + y)~ cos(x - y) = -^ 


cos(x + y) + cos(x - y) 


2 


2 • cos(x + y) = 2, cos(x + y) = \, x + y = 2k 刀 :， k e Z 

1 7T 

2 - cos(x -y) = l, cos(x-j;) = —, x-y = — + Ikn, k 도 Z 


조건에서 — 기굳土즈 + 2 소 ; z ■ 이므로 ②는 풀이가 없다 . 
3 

①로부터 y = Ikn _ x 

이것을 첫째 방정식에 넣으면 


① 

② 


sin 2 x = — , sinx = ± — 
4 2 
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/ 


I=(-1) A 


n 


土 — + k 刀:， k e ： Z 

、 6j 


, k f. ᅲ 


y = 2k7T-[(-iy ±-Uk7T] = (-l) 
V 6 ； 


k+\ 


도 


+ k 刀:， 


k 도 z 


따라서 주어진 방정식의 풀이는 


1(-1)' 


+ k 刀， (-1) 科 1 


l 

l 6 ) 


l 6 ) 


+ k7i \ k ^ Z 


문 제 

다음 련 립방정 식 을 풀어 라. 

f . 1 

smx cos y = — 

1) 4 

1 

cosx cos v = — 

l 4 

|8cosx cos 기 cos(x-J；) + l = 0 
[ x + y = a 

련습 문제 


tanx + tan y = 3 

2 ) \ 3 

cot x + cot y = — 


다음 방정 식 을 풀어 라 . (1-3) 

1. 1) sin6x=sin5x 
3) tanx — tan7x =0 


2. 1) sin 2 x+cosx+l=0 


3) sin 4 x+cos 4 x = — 


3. 1) 1 + f =l + sm 느 
1 - tan x 

3) sin2 x =cos2 x — sin 2 x +1 


2) cos 2 x — sin 2 x =sin x 
4) cot2x=tan3x 

刀， 

2) sin 2 2'— sin 2 x=sin 2 f 
4) 8sin 2 x+ 6cos 2 x =13sin2x 
2) 6sin 2 x+ 3sin x cos x — 5cos 2 x =2 
4) sin 4 x +cos 4 x +sin 2 x~^a=0 
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4. 以가 어떤 값을 가질 때 방정식 1+sin 2 ^ ;c=cos;c 는 단 하나의 풀이를 가지겠는가 ? 

5. 구간 [0 ， 270 이에서 방정식 l+sin 2 (270 o +2x) = 5sin 2 (90 o +2 ᄌ)은 몇개의 각이한 


풀이를 가지겠는가 ? 

6. 방정 식 Vl + sinx + Vl + cosx 아 는 a 의 어 떤 값에 대 하여 풀이 를 가지 겠는가 ? 

7. 다음 련립방정식을 풀어라 . 


1 ) 


| x + y = a 
I cosx - COSJ ； = 公 


2 ) 


cos(x + JV 7 ) — — -j= 

Y (0<x,^< -) 
sin(x-y) = - 2 


!. 다음 방정식을 물어 라 . 


1) 81 si 야 =9 금 


2) 4 


log j (sin 2 x+5 cos x sin x+5) 


9 


3) log S i njc 2 • log 2 3=1 


4) sin (7r lg x) +cos ( tt lg x) = 1 


복습 문제 

1. 다음과 같은 각의 도수와 라디 안수를 구하여 라 . 

1) 원에 내접한 바른 n 각형의 한 아낙각과 아낙각의 합 

2) 1 분에 752 바퀴 도는 치 차가 1 초에 도는 회전각 

2. 다음 삼각함수값을 구하여 라 . 

1) sin210 ᄋ 

3) tan750 ᄋ 

3. 다음 식을 간단히 하여 라 . 

1 ) cos(_a)sin (90 o -a)tan(540 o -a) 

sin (- a ) cos ( a - 270 o ) cot (180 o - a) 


2) cos( -45 ᄋ ) 
4) cot( -135 ᄋ ) 
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2 ) 


sin(7r + x) tan 2 ( 刀 ■ - x) 


f3 

-7T-X 
2 


sec 2 ( 刀 ■ _x) 


j 


cos 



sm 



4. 다음 같기 식 을 증명하여 라 . 

1) 1+sin x +cos x +tan x = (1+cosx) (1+tanx) 

2) (tan 2 x-sin 2 x)cot 2 x = sin 2 ' 

3) (cos x -sin x) (cosec x -sec x) = sec x cosec x-2 


1 - sinxcosx sin 2 x-cos 2 x . 

4) - = smx 

cosx(secx - cosecx) sin 3 ᄌ + cos 3 x 

5. 다음 식을 간단히 하여라 . 


^/sin 2 x(l + cotx) + cos 2 x(l + tanx ) ， 


( < ' < — 71 

2 


) 


n 


6. tan(a + /3)=-4.3, ()<(“? 고 < 


나를 알고 


a + /3 의 삼각함수값을 구하여 라 . 


7. sin a +cos a = 一 일 때 sin 3 a+cos 3 a 의 값을 구하여 라 . 
2 


8. sin a = 一 일 때 、 ln 2 -m 2 tana = ± m 이 라는것 을 증명 하여 라 . 
n 



. I 

n 

1 

/ \ 

n 


1 

/ \ 

n 

1 

1 

r n ᄀ 

I - 2 

9 . 

sm 

- h (X 

12 J 

+ COS 

— + a 

U J 


sec 

— - a 

U J 

- seca 

= sec 公 sec 

- CL 

U J 


를 증명하여 라 . 

10 . 다음 함수들의 그라프를 그려 라 . 

1) y = sin| x |, y = sin(2x + 1) 

2) y = cos | x | ? y = cos 5x , y = cos(3x - ^) +1 


3) y = tan | x |, 


f 

y = tan 

v 



cotx 


11 . 질점의 운동방정식이 x = cos^ -sin^, j = simco 았와 같이 주어졌다 . 

1) ，를 없애고 기 = /0 )와 같이 표시하여 질점의 운동곡선을 그려라 . 

2) 때 값이 0<，< 冗와 같은 범위에서 변할 때 질점은 운동곡선의 어느 범위 
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에서 움직이겠는가 ? 



12. cos；c - sin ； c<-l 이 라면 ;c 는 몇분구의 각인가? 

13. 다음의 조건에 맞는 삼각함수 y (지를 구하여 라. 

1) / u ) 는 짝함수이 다. 

( n \ ( n \ 

2) 임의의 jcGR 에 대하여 / -- x \ = f - + x 

U J "U J 


14. f(x) = -의 최대값은 M, 최소값은 N 이다. 다음 식에서 옳은것은 어느 

cosx -2 

것인가? 

1) M_3N=0 2) M+3N=0 3) 3M_N=0 4) 3M+N=0 

다음 같기 식 을 증명 하여 라. (15-17) 


15. 


tan a + tan j3 + tan r 一 


sin (幻 f + p + y ) :七찼으 a tan 浴 ^ an 丁 

cos a cos J3 cos/ 


ᄋ 。 ^ x ~ y 

16. (cosx+ cos y) 2 + (sinx+ sin^y) 2 =4cos 2 — 조 — 


17. 


1 + sin2 a 
cos a + sin a 


= V2 


cos 





J 


18. cos 2 a + cos 2 ； 公 + cos 2 Y +2 cosacoSy 公 cosy = l 이 성 립하려 면 a , > 公， z 사이 에 어 떤 관계 
식이 있어야 하는가? 

19. 다음 방정식을 풀어라. 

1) 5 (sin x +cos x) 2 — 12 (sin x + cos x )+7=0 

2) sin x +sin2 x +sin3 x +sin4 x =0 

3) sin 3 x (1+ cotx)+cos 3 x (1+ tanx)=cos2x 

4) tan ( % tan x) =cot ( % cot x) 

5) sin x -2sin2 x +sin3 x = 11- 2cosx+ cos2x | 
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20. 다음 방정식을 풀어라 . 


/ 、 . 2 3 . 1 

-( \ ( \sm x —— sm x+— 

1) (COSXj 2 2=1 

21. 다음 련립방정 식 을 풀어 라 . 


2) 16 sinx = cos ^4 


sinx + cosy = sin 少 - cosx + — 
sin2x = sin2j ； +1 

22. 삼각함수，삼각방정 식 으로 풀수 있는 물리응용문제 를 만들고 풀어 보아라 . 


i} sinx + cos^l 2) < 

lcos2x + cos2 기 = 1 



Sin ; c = m (| m | 브1)로 되는 jc 의 값 S 무수히 많다. 

이처럼 어떤 수모임 표의 매개 값에 수모임 구의 여려개의 값이 대응되는 
경우에도 함수를 생각할수 있다. 이려한 함수를 여러값함수라고 부른다. 

여려값함수를 생각하면 少 : sin ;c 는 구간 (- oo , + oo ) 에서 거꿀함수를 기진다. 

이 거꿀함수를 Arcsinx 와 같이 표시한다. 

y =Arcsim：, jcE [-1 ， 1 ] , y g (-oo, +oo) 

이와 □[찬가지로 함수 y =cosjc 의 거꿀함수 Arccosx, 함수 y =taruc 의 
거꿀함수 Arctaruc 를 생각힐수 있다. 

함수 y =Arcsinx, y =Arccosx, y =Arctanjc 의 그라프를 대강 그리고 
그 특성을 찾아보아라. 
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계 3 장. 복소令 



복소수 

복소수의 산법 
복소수평면 
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제 1 절. 복소수 


1. 복소수의 의미 

실수모임에서 2 차방정식 ? + 一 =0 은 풀이를 가지지 않는다 . 

X 2 + a 2 = 0 _ x 2 = -a 1 

모양의 방정 식까지 도 풀이 를 가지 게 하자면 2 제 곱한것 이 부수로 되 는 새 로운 
《수》를 받아들여 야 한다 . 

2 제곱하면 -1 로 되는 새로운 수 /를 받아들여 그것을 허수의 단위라고 부론다 . 즉 

__ 

i 2 = -1 


/의 제곱을 실수에서와 같이 생각하면 

，=1 

1 1 = i 

1 2 = -1 

1 3 = i 2 • i = (— 1 ) • i = —i 

1 4 = i 3 • i = (—/) • i = —i 2 = —(— 1 ) = 1 

1 5 =i 4 .i = l.i = i 

1 6 = i 5 - i = i - i = i 2 = —l 
i 1 = i 6 • i = (— 1 ) • i = —i 


일반적으로 


1 ， n 

= 4k 

i , n 

= 4 ^ + 1 

-\n- 

= 4 足 + 2 

_ i, tl — 4k + 3 


i 丁 ) i 32 =i 4S =\ 

厂 25 = 厂 28+3 = i 3 = _ t 

례 2: 》방정식:^ 2 +9 = 0 을 풀어라. 


( k=Q ， ±1 ， ±2,…) 
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(풀이) JC 2 +9 = 0，• X 2 = -9 
그런데 

(3/) 2 =9-/ 2 = -9 
(_3，) 2 = 9 . i 2 = -9 

이므로 주어진 방정식의 풀이는 3/와 -3/ 이 다. 


례 방정식 义 2 +3 = 0을 풀어 라. 

(■[) jc 2 =-3 
그런데 

(V3/) 2 = (V3) 2 -/ 2 =-3 

(― a/3 i) 2 = (― V3) 2 - i 2 = —3 

이므로 주어진 방정식의 풀이는 와 이다. 


실수의 테두리에서는 부수의 2차뿌리는 없다고 하였다. 

그러 나 새 로운 수 / 를 써 서 _9의 2차뿌리 는 、1 - 9 = 3 /，— 、1_ 9 = —3 / 

_3의 2차뿌리 는 、1- 3 = V 3 i , — 、1- 3 = — V 3 / 와 같이 표시 하기 로 한다. 그러 면 
-1 의 2차뿌리는 

、1_ 1 = /, — 、1_ 1 = — / 

1 

일반적으로 a y \ 정수일 때 부수 -a 의 2차뿌리는 서로 반대인 두 수 a 、 와 
丄 

- a 2 i 이 다. 즉 

1 1 — 

(- a )^ = a 1 i 또는 、/- a = ^[a i 

1 1 ᅮ _ 

— (-幻 f ) 2 = —cl 2 i 또는 — 、l _ ci = -、[금 i 


문 제 

1. 다음 수들을 / 를 써 서 표시하여 라. 


1) 2)-(-0.25)2 3) 

2. 다음 계산에서 어느것이 옳은가? 


4)- 


9 _ 

36 


、1 _ 4 • 、1 - 25 = V 4 i • ^[25 • / = 2 • 5 • / 2 = —10 
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그림 3-1 


_ i 

a + bi = c + di <^> a = c , b = d 


그러므로 실수부나 허수부가운데 어느 하나라도 같지 
않으면 두 복소수는 같지 않다. 

복소수는 서 로 다른 글자 a , P , y , … 등으로 표시하 
여 구별한다. 

복소수에서는 실수에서와 같은 크기관계를 생각하지 않 
는다. 
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3. 다음 방정식을 풀어 라. 

1) x 2 +144 = 0 2) 4?+13 = 0 3) x 2 +— = 0 

49 

4) 4 jc 2 +16 = 0 5) 9 jc 2 +81 = 0 6) x 3 - x 2 + x-l = 0 

2 차방정식 jc 2 -4义 + 20 = 0을 풀어보아라. 풀이를 어떤 모양으로 표시 
할수 있는가? 

O - a ) 2 +스 = 0 (6〉0) 모양의 2차방정 식 이 풀이 를 가지 도록 하자면 a ±6/모양의 
새로운 수가 있어 야 한다. 


Oi = a+bi (a, 6GR) 

모양의 수를 복소수라고 부론다. 이때 «와 6를 각각 a 의 
실수부，허수부라고 부르고 □음 a ᅡ 갈이 표시한다. 

«=Re OL , 6=Im Oi 


公 = 0인 복소수 (3 + 0/ 는 실수 (2 와 같다고 본다. 

&부0인 복소수 a + bi 는 실수가 아니다. 이 러한 복소수를 허수라고 부론다. 특 
히 a = 0 이고 & 부0인 복소수 0 +노를 순허수라고 부른다. 





실수 (6=0) 



^소수 J 

r 

r 순 허수 ( a= 0 ) 


(a + bi) ' 

L 허수 (6 뉴 0) 

1 




느그밖의 허수 ( a^O) 

J 




두 복소수에서 실수부와 허수부가 각각 같으면 그 두 복소수는 같다고 말하고 같 
기기호 〈 =〉로 표시한다. 



CRQ 









유리 수모임 을 Q , 실수모임 을 R , 복소수모임 을 C 로 표시하면 

QCRCC 
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1. 다음의 명제에서 옳은것과 옳지 않은것을 갈라내여라. 

1) 수 1과 수 / 의 크기는 같다. 

2) 실수 a , 6에 대 하여 a =0 이 면 a+bi 는 순허 수이다. 

3) 幻公/ = c + 소 이 면 a = c , 公=乂 이 다. 

2. 다음 복소수의 실수부와 허수부를 갈라보아라. 

1) a =2 + 3/ 2) a =1+ i 


3) a =4 士 


4) 대=-士 i 


3. 다음 복소수들에서 실수，허수，순허수를 갈라보아라. 


3+0. 5 i , _ 6 , 


_ 2 + 5 /， °. 12 ’， X 3 


-7 / 


4. 실수 m 이 어떤 값을 가질 때 복소수 z = m 2 -5 m + 6 + ( m 2 - m -2)/ 가 
1) 실수 2) 허수 3) 순허수 


이겠는가? 


2. 실수곁수 2 자방정식의 풀이 

곁수가 실수인 2차방정 식 미 c 2 +fcc + c = 0 (a 농 0, a , 6, ceR ) 은 복소수모임 C 
에서 늘 풀이를 가지는가? 그 풀이를 어떻게 표시할수 있는가? 


관별식 

풀이 의 개수 


풀 이 

모 임 

D > 0 


서로 다른 실수풀이 

{-上 
1 2a 

+ VD 

2a 

_ b VD 소 
， ~2a 게 / 

D = 0 


한개 의 실수풀이(겹풀이 ) 



송} 

D < 0 


서로 다른 두개의 허수풀이 

(一上 + 
^ 2a 

—IT 1 ， 

十#" 

(D = b 2 -4 ac ) 



굽 T ) 다음 방정식의 풀이를 판별하고 풀어라. 

x 2 — 2 x + 5 = 0 
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( a 이) D =(-2) 2 -4 • 1 • 5 ——16 < 0 

이므로 방정식은 2 개의 허수풀이를 가전다. 

이 방정식을 풀면 

V—16 

x x 2 = 1 ± ^2 ^ 용 = 1 土 2 / 

따라서 풀이모임 은 {1 + 2/ ， 1-2/} 

복소수 以=^ +노에서 허수부의 부호를 반대로 바꾼 복소수 a-bi 를 以의 공 
액복소수라고 부르고 도 로 표시한다. 


_Q 


a = a + bi = a-bi 


이때 a-bi = a + (- b)i = a -(- b)i = a + bi 이뜨로 a 와 a 는 서로 공액 인 복소수 
이다. 


문 제 

1. 다음 방정식을 풀어 라. 

1) U -1) 2+16=0 

3) x 2 +2 x +5=0 

2. 다음 2차방정식의 풀이를 판별하고 풀어 라. 
1) 2 x 2— x — 1— 0 

3) x 2 -6 jc +10=0 

3. 다음것 을 증명하여 라. 


2) U -3) 2 +25=0 
4) x 2 - x + l =0 


2) x 2 +2V3 x+ 3=0 
4) 4x 2 +3 x-5=0 


{a + bi ) = a + bi 

4. a = 도 이 면 복소수 a 는 실수라는것을 밝혀 라. 


련습 문제 


1. 다음 식을 계산하여 라. 

1 ) r 28 +/ 42 


2 . 


3) ， 17 -(_，) 나 4 +(-，) 86 
다음것을 구하여 라. 


1) V -225 



2 ) / 125 -(-/ 27 ) + / 64 


3) — 、 1 _ 13 
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3. 다음 방정식을 풀어 라. 

1) x 2 +7=0 2) 2ᄌ 2 +6=0 

3) -5 x 2 -25=0 4) 13 x 2 +3=0 

4. 다음 복소수의 공액 복소수를 말하고 서 로 공액인 두 복소수를 풀이 로 가지 는 2차 
방정식을 만들어 라. 

1) l-i 2) 2 + 3/ 3) -2 + / 4) -1-2/ 

5. 다음 방정식의 풀이를 판별하고 풀어라. 

1) ᄌ 2 -ᄌ-2=0 2) X 2 -2 X +3=0 

3) 2 X 2 + X +1=0 4) 3 X 2 +5 X +3 = 0 

6. 방정식 ; c 2 + 미 c + 公 = 0의 한 풀이가 2 + /이다. a, 公를 결정하여라. 

7. 방정식 2; c 4 -3 jc 3 +3 jc 2 +77 jc -39=0 의 한 풀이가 2-3/ 이다. 이 방정식의 다른 풀이들을 
구하여 라. 


제 2 절. 복소수의 산법 

1. 복소수의 더하기와 덜기 

실수모임에서의 식의 계산규칙 에 따라 다음것을 계산해보아라. 
1) (2+3/) + ( _ 6+2/) 2) (幻 H — 公/) + (c + 소//) 


복소수 a = ^ + 와 j 3 =c + 소의 더 하기 를 다음과 같이 정 의한다. 


a-^- 13 = (a-\-bi) + (c-\- di ) = (a + c) + (b + d)i 


복소수의 더하기는 실수부는 실수부끼리，허수부는 허수부끼리 더하면 된다. 
복소수 a + bi 는 두 복소수 a + 0/ 와 0 +노의 합으로 볼수 있 다. 

복소수의 더 하기 에서 도 바꿈법 칙 과 묶음법 칙 이 성 립한다. 


X 

a + jS = jS + a 

■ 꿈법칙 ) 

Q 

U 

(a + iS) + r = a + ()S + r) 

( 묶음법칙 ) 



례 (7+3/)+(2-/)=(7+2) +(3_1)/=9+2/ 

(5-0.5/)+ (-0. 5 + 4，) = (5-0.5) + ( - 0. 5 + 4) / = 4.5 + 3. 5, 

례 |》 5+(-12+/)+6=(5 + 6) + (_12+/)=11+(-12+/) = (11-12) + / 

= - 1 + / 

(4+0+ (5-2 0+ (1 + 2/) = [(4+/)+ (5-2/)]+ (1 + 2/) 

=( 9 _/)+( 1 + 2 /)= 10 +/ 
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문 제 

1. 복소수의 더하기 에서 바꿈법칙 이 성 립한다는것을 증명하여 라. 

2. 복소수의 더 하기 에 서 묶음법 칙 이 성 립 한다는것 을 증명하여 라. 

3. 다음것을 계산하여 라. 

1) |/ + (4-5/) + / 2) (3-2/) + (3+2/) + (2-3/) + (2+3/) 

4. 다음 식 에 맞는 a，b 를 구하여 라. 

1) (a +3/)+(0.5_스 i )=3~5 i 

2) (7 -公 / ) + ( 幻 f -/) =4-2/ 

3) _ 7/ + ( ^ — 6/ ) +4 (— _ — i )= i 

2 3 


복소수의 덜기는 다음과 같이 정의한다. 

두 복소수 ot = a + bi ， jS = c + 소• 에 대 해 서 

(c + di ) + (x + yi ) = a + bi 

에 맞는 복소수 z=x + yi ^： 복소수 a = a + 에서 jS = c + < 次를 던 차라고 부르고 다 
음과 같이 표시한다. 

z = a ~ (3 


차의 정의로부터 


이로부터 


이리하여 두 복소수의 


{c + x ) + {d + y)i = a + bi 
c + x = 公, d + y = b 

x = a - c , y - b-d 
차는 다음과 같다. 


cc — P — { cl -\- bi ) — (c + dV ) — (^ci — c )-\- {b — d)i 


(1 + 2/)-(3-2/) = (1-3)+ (2-(-2)) / = -2 + 4/ 


(-9+3，)- 

( 1 니 
- 1 

= 

_9-분卜 

r 2 ^ 

3 + -/ 


ᄂ3 3 ) 


ᄂ 3 y 

V 3 ) 


: -w 


a = a + 일 때 

0 — oi = (0+0 /) _ ( 幻 f + 公 /): — 幻 f — Z" 

를 간단히 -a 로 표시하면 

a + (-a) = (-a)+a=0 

이라는것을 곧 알수 있다. 

복소수 -a 를 복소수 a 의 반대 수라고 부론다. 
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1) -5+2 /의 반대 수는 5-2/ 

2) 7 -丄 /의 반대수는 -7 +丄 / 

3 3 


복소수를 덜 때 에는 그 반대수를 더하면 된다. 즉 


_公 

Cn - 

a- [3 = a + ( -13) 


례 j 》 1) (3-5/)_(-5+ 6/) = (3-5/) + (5-6/)=8-11/ 
2 ) - 2 /-( 2 - 8 /)=- 2 /+(- 2 + 8 /)= - 2 + 6 / 


문 제 

.. 다음것을 계산하여라. 

1) 2/-(-2+3/)+(6-7/) 

2) -0.75- 


fl ᅩ니 

f 3 1 


fl 니 

13 3 J 

1 4 4 J 


U 6 J 


2. 다음 식에 맞는 미 스를 구하여라. 

(\ 2、 


1) -7 i -( a-bi )+4 + 


2 


2) (-7 + 섰 )- 


-b + - 


2 


= i 


J J 

3 1 . 

- i 

4 4 


3) (-1-0.5/)-( 幻 f + 公 / ) + / = -0.7-1.5/ 

3. z 1 = 3 — 5/, z 2 =-3 + 2/ 일 때 다음 식 을 만족시 키 는 복소수 고를 구하여 라. 

1) z 1 + z = z 2 2) z-Zj = z 2 3) z x — z — z 2 

4. z =a + bi 일 때 다음것을 밝혀라. 

1) z +z=2 公 2) z -z = 2bi 

5. 임의의 복소수 z 에 대하여 다음것을 밝혀라. 


Rez= 


Z + Z 


2 


Imz= 


z — z 


2 


2. 복소수의 

향찰화 . 


곱하기와 나누기 


실수모임에서의 식의 계산규칙에 따라 다음것을 계산해보아라. 
1) ( 2 + 3/) - (-4 + 5/) 2) (a + bi ) - (c + di ) 
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복소수 (2 = a + 6/와 /3 = c 七 di 으\ 곱하기 를 다음과 같이 정 의 한다. 

^_ Q 

5 — 

a . /3 = {a + bi ) - (c + di ) = (ac - bd ) + {ad + bc)i 


aH> 


1) (2-/)-(5 + 20 = [2-5-(- l )-2] +[2.2 + (- l ).5]/ =12-/ 


2 ) 


1+V3/Y 1+2V3/-3 


4 


2 2 


복소수의 곱하기에서도 실수모임에서의 곱하기와 같이 바꿈법칙， 묶음법칙， 분 
배법칙이 성립한다. 




a(3 = pa 

OJF 꿈법칙) 



(a/3)Y = a(Pf) 

(묶음법칙) 



{a + P)y ^ ay + Py 

(분배법칙) 

j 




프 1) (1 + 0(3 - 5/)(1 - /) = [(1 + /)(1 - /)] -(3-50 = 2-(3-50 = 6-10/ 

2) (1 — 3/)(—/) = —i + 3/ 2 = —3 — i 


문 제 

1. 복소수의 곱하기 에 서 바꿈법 칙 과 묶음법 칙 이 성 립 한다는것 을 증명하여 라. 

2. 복소수에서 더하기와 곱하기에 관한 분배법칙이 성립한다는것을 증명하여라. 

3. 다음 식에 맞는 미 스를 구하여라. 

1) {a - bi ){2 - 3 bi ) = 1-5/ 2) (5 - i){a + bi ) = 2 i 

3) (、a + 3/)(1 - bi ) = l-i 

4. z = a + bi 일 때 z.z = a 2 + 公 2 이 라는것 을 밝혀 라. 


복소수의 나누기 는 다음과 같이 정 의한다. 

두 복소수 a = a + bi , j 3 = c -\- di ( 농 0) 에 대 해 서 
(c + di){x + yi ) = a + bi 

에 맞는 복소수 z = + 를 a = a + bi 를 " = c + 소 로 나눈 상이 라고 부르고 다음 

과 같이 표시한다. 
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상의 정의로부터 


이것을 풀면 


(ex - dy) + {cy + dx)i = a+ bi 
ex - dy - al 
cy + dx = b) 


ac + bd be- ad 

x = — - —, 少 


c 2 +d 2 c 2 +d 2 

이 리하여 두 복소수의 상은 다음과 같다. 




a a + bi 

ac + bd 

be-ad . 

1- 7 

P c + di 

c 2 +d 2 

卜 1 ， o ^ 

c +d 


ail> i) 

2 ) 


1 + 2 / 

1.3 + 2.4 

一 

2.3-1.4 . 

3 + 4/ " 

3 2 + 4 2 

3 2 +4 2 1 

2 + 3 / 

2.3-3.4 

- 十 

3.3 + 2.4 

3-4 / " 

一3 2 +(-4) 2 

3 2 + (-4) 2 


:- 1 - 1 

25 25 

6 17 

=-1- \ 

25 25 


0 = “ + 노(굳 0) 일 때 복소수 一을 복소수 여 의 거꿀수라고 부론다. 

a 

cc' cc = (j 2 + bV){ci — bV) — — (Z?/) 2 = + Z? 2 

이므로 복소수 以의 거물수는 다음과 같다. 


Q 


1 

a a-hi 



a 

a a a 2 +b 2 



려[ 4) 1) 3+ 2/의 거물수는 


3-2 / 3 2 


3 + 2/ 3 2 + 2 2 13 13 


2) /의 거물수는 - = ^ = -i 


복소수를 나눌 때에는 그 거물수를 곱하면 된다. 즉 

Q 



복소수에서도 0으로의 나누기는 할수 없다. 
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-、 3 - 5/ 

려己 > 1) Ti (3 _ 5/) . 


2 ) 


3-5 / 
-5 + 6/ 


1 1-2/ - 7 - 

r 元 r (3 _ 5 ，) 〒기 


- 11 / 


711 

궁 —T 


(3-5/> 


-5 + 6/ 


(3-5/) 


(-15-30)+ (-18+ 25) / 
61 


-5-6 / 

61 

45 7 . 

-1- 1 

61 61 


복소수의 테 두리안에 서 는 실수에 서 와 같이 0으로의 나누기 를 내 놓고는 사칙 산 
법 의 결과도 복소수이다. 그리 고 산법법 칙 들도 마음대 로 쓸수 있 다. 다만 계 산하면 
서 / 2 이 나오면 그것 을 -1 로 바꾸면 된다. 

또한 복소수의 테 두리안에 서 는 몇차 방정 식 이든지 다 풀수 있 다는것 이 알려 
져있다. 그러므로 수모임의 테두리를 넓히는 문제는 복소수모임에 이르러 한 매듭을 
짓게 된다. 


문 제 


1. 다음것을 계산하여 라. 


1) 


— 5 + 3/ 
2/ 



2. 다음 식에 맞는 미 스를 구하여라. 


1) 


3 - 公/ 
a + i 


3. 다음것을 계산하여 라. 

，、 ( 1 2.) 3-/ 

1 ) —— + —1 - 

U0 5 J 1-3/ 

4. 다음 같기 식 을 증명하여 라. 

1 ) cc p = cc p 


3) a !5 = a • /3 


련습 문제 

1. 다음것을 계산하여 라. 

I 4 2 A 4 2 J { 2 J 

2) ( a + bi ) + (5 a + Sbi )-(-4 a - Ibi ) 


3) 


-3 + 2/ 
2 -i 


2 ) 


1 - 2 / 
la — 3 公 


= 1 + 2 / 


-1 + V2 / 4 

3/ 1 + V 6 / 


2) cc — [5 — cc — [5 

f —— \ — 

4) -==(/? 카)) 


3) [ (x + j ；/) + (3 x - 2 yi ) ] - [ (- x - yi )-(5 x -4 yi ) ] 


78 































2. 다음 식에 맞는 실수 자 기를 구하여라. 
1) - 3 - 5/ = 2 (x - 1) + 3 (y - 公 ) i 

3) (1 + V)x + 2(2 + V)y = 1 + 3/ 

3. 다음것을 계산하여 라. 

1) 5/(-7/) 


2) 3 + 4 xi + 5 yi = 12/ -\-5 x -2 y 
4) 2 ax - 3 (b - 4 i)y = 2 a - 4 bi 


2) (-7-8/)(-3/) 


3) 


5) 


(2^-/)(3 2 +2^0 
5-/V2 

1 + /V2 


7) (3-V2 /) 


4) (-0.1+5/)(-0.1-5/) 


6 ) 


2/-1 

i-l 


8 ) 


r-i + 2V2/V 



j 


4. 합이 4 이고 적이 7+4/ 로 되는 두개의 복소수를 구하여라. 


5. a = l +々/ 일 때 다 + f ) 을 구하여 라. 

a 

6. 두 복소수의 합과 적이 모두 실수이면 그 두 복소수는 실수이거나 서로 공액복소 
수라는것 을 증명하여 라. 

7. /分+/) 4 이 실수로 되는 실수 의 값을 구하여라. 

8. 복소수 Z 와 Z 2 이 서 로 공액복소수일 때 Z 를 구하여 라. 


제 3 절. 복소수평면 


1. 복소수평면 

실수 a 가 수축의 점 M (시와 1대 1로 대응되는것과 같이 복소수 
a = a 七 bi 는 자리 표평 면의 점 M (^, Z ?) 와 1대 1 로 대 응된 다. 


M ( a ) 




八 少 
公 … 


M(a, 公 ) 4 + 幻 H_ 公 / 

- 1 


Ol a 



그림 3-2 


그림 3-3 


1) 다음의 복소수를 자리표평 면의 점 으로 표시하여 라. 

2-3/, -3+0.5/， 2 i , -3.5 

2) 다음의 점에는 어떤 복소수가 대응하는가? 

M (3,2), N (- l , 3), P (0, 2), Q (-3, 0) 
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복소수는 자리표평면의 점으로，자리표평면의 점은 복소수로 표시할수 있다. 


자리표평면의 점을 복소수로 볼 때 이 평면을 복소수평면 또는 
가우스평 면이라고 부른다. 


복소수평면에서 실수는 X 축의 점으로，순허수는 3 ； 축의 점으로 표시된다. 그 
러 므로 x 축을 실축， 기 축을 허축이 라고 부론다. 점 O 를 원점 이 라고 부론다. 

앞으로 복소수 a 라는 말과 점 a 라는 말은 같은것 으로 보기 로 한다. 

복소수 ot = a + bi 는 또한 자리표평면에서 이 복소수를 표시 하는 점 a 를 끝점 , 
원점 ◦를 첫 점 으로 하는 벡 토르와 1대 1로 대 응시 킬수 있 다. 

복소수 a = a + 노 에 대 응하는 벡토르를 복소수 a 의 동경 백토르 라고 부론다. 

점 a 와 원점사이의 거리 즉 복소수 a = a + bi ^] 동경벡토르의 길이를 피다고라 
스의 정리에 의하여 구하면 


、l a 2 + b 2 


y 


b 


a+bi 


O 



그림 3-4 



복소수 a = a + &/ 에 대하여 수 士 i 2 + b 2 를 복소수 a 의 절대값이라고 부르고 | a | 
와 같이 표시한다. 즉 


| (X | — | ci bi | = 、 Jcl 2 + 公 2 


령 아닌 복소수 a = a + bi ^\ 동경벡토르가 jc 축의 
정 방향과 이 루는 각 0를 복소수 a 의 편각이라고 부 
르고 arga 와 같이 표시한다. 


arg a = arg(a + 公/) = 6 



80 


그림 3-6 



























굽 「) 1) a 가 정 의 실수이 면 arga =0 

2) a 의 허수부가 정인 순허수이면 arga = - 

2 

3) a 의 허수부가 부인 순허수이 면 arga -- 

2 


복소수 0=0+0/에 대 해서 는 아무런 각이 나 다 편각으로 본다. 
그러므로 argO 은 일정하게 정해지지 않는다. 

복소수 a =0 은 절대 값만으로 정해 진다. 


문 제 


1. 다음 복소수의 절대값을 구하여 라. 

1 丄 、斤. 

2 2 
3) 4/ 

2. 다음 복소수의 편각을 구하여라. 


2 ) - 느-요 


2 2 


4) -M 


1 ) - 6 / 

4) 1 + / 


2) 0.25 
5) 1 - / 


3) 


11 . 
一 i 
10 


3. 실수의 절대값과 이 실수를 복소수로 보고 계산한 절대값이 서로 같다는것을 밝 
혀라. 

4. 그림을 그려서 |u + 6/| = | a -노 | 라는것을 설명 하여 라. 


2. 복소수의 삼각형식 


복소수 a = a + bi ^] 절 대 값을 r , 편각을 0 라고 하자. 
그림 3-7 에서 곧 알수 있는바와 같이 
公 = 厂 cos 分， b = rsind 

따라서 복소수 a = a + W 를 다음과 같이 표시할수 있 다. 

__ m 

a = r (cos 6 + i sin 0 ) 



이것을 복소수 a 의 삼각형식 또는 극형식이라고 부론다. 
그리 고 a 내 를 a 의 대수 형식 이 라고 부른다. 

대 수형 식 의 복소수를 삼각형식 으로 고치 려 면 


81 










t — 、 j 幻조 + Z ? 2 ， cos 6 = ——， sin 

r 

에 의하여 절대값 r 와 편각 0를 정하면 된다. 


aTT ) 복소수 i +/ 를 삼각형식으로 고쳐 라. 


(풀이) i +/ 의 절대값은 

r = 、 /l 2 + 1 2 = V2 


편각은 

cos 6 : 


一 sin 分 = 一꾸 이므로 
V 2 V 2 


e 


n 

~4 


따라서 1+/ 를 삼각형식으로 고치면 


1+/ = V2 


cos — + zsin — 

v 4 이 


균1) 순허수 /를 삼각형식으로 고쳐라. 


(풀이) /의 절대값은 r = 1 이고 편각은 

e = - 

2 

따라서 /를 삼각형식으로 고치면 


n . . n 
cos —+ zsm — 
2 2 



小 7 


71 


之 


그림 3-9 


nr 


제 


다음 복소수를 삼각형식 으로 고쳐 라. 

1 ) 2 / 2 ) - 1 +/ 


4) 

2 2 


5) 그 +소 
2 2 


2. 다음 복소수를 대수형식으로 고쳐라. 


1 ) 2 
3. a • a 


代 . . n 

cos— + zsm — 

4 4 


2 ) 


3) 2 


cos 




+ zsm 


71 


I 公 | 2 이 라는것을 밝혀 라. 
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3 . 삼각형식으로 표시된 복소수의 산법 


다음과 같이 삼각형식 으로 주어진 두 복소수를 곱해 보아라. 또 나누 
어 보아라. 

a = r i(cos 9 i+z sin 6 i ) ， 0 = r 2 (cos 6 2 +/sin 9 2 ) 

삼각형식의 복소수를 곱할 때에는 절대값들은 곱해지고 편각들은 더해진다. 


Cq 


ap = r x r 2 [ co ^{ d x + 分 2 ) + / sin (分丄 + 0 2 )] 


삼각형식의 복소수를 나눌 때 에는 절대값들은 나누어지 고 편각들은 덜어 진다. 



aH> 


1) 6( cos 45° + ， sin 45°) x 三 ( cosl 5° + zsinl 5°) 


[ cos (45° + 15°) + zsin (45° + 15°)] = 3( cos 60° + / sin 60°) 


f 


0.8 


2 ) 


4 刀， 

cos —— + / sin - 


4 刀， 


V 


4 (cos 刀， + /sin 刀，) 


0.8 


{ 4tt 가 .. 

f 4 tt Y 

' f 

— 

cos 

-穴 ■ | + zsin 

- n 

= 0.2 

4 


l 3 J 

l 3 乂 

_ v 


cos^ + /sin^ 


nr 


제 


1. 다음것을 계산하여 라. 

1) 


r 刀 ■ . . 刀■、’ 

cos — + zsin — 

6 6 


cos— + /sin — 


2 ) 


(cos 分 + /sin 分 ) (cos 2分 + / sin 2 分) 
cos 3 分 + zsin 3 分 

2. ( sin 9°-/ cos 9°) ( cosl 3.5° + / sinl 3.5°)= A+B /일 때 A , 묘를 구하여라. 
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복소수의 절대값과 편각은 다음과 같은 성질을 가전다. 



성 질 1은 인수가 3개 이 상인 경 우에 도 그대 로 성 립한다. 즉 

I 公 1 公 2 …义 H 이 H 이 I ••…I 公 ，I 

argC^^ --a n ) = arga x +arga 2 + ••• +arga n 

특히 

| a n |=| a I "， arg ( 幻 " 7 ) = warga 
이로부터 다음의 복소수의 w 제곱공식을 얻는다 .( neN ) 



이 공식을 와브르의 공식이 라고 부론다. 

，= a 인 z 를 복소수 a 의 "차뿌리라고 부르고 z = 以도 와 같이 표시한다. 

파브르의 공식 을 리용하여 복소수의 n 차뿌리 를 구하는 공식 을 만들 
어 보아라. 


a = r ( cos <9 + / siru 9) 일 때 편각에 2 ; z ■ 의 옹근수배 를 더 하여 도 복소수는 달라지 
지 않으므로 다음 공식 이 나온다. 


一 Q 

X 

U 

n 「一 ( I n 「( 9 + 2k7r . . 6 + Ik 刀:、 \ 

r l / ry — < 타 ^ — ^ / t/* 厂 W) I 7^1 in 

， k =0, I,***, n-1 } 

V (JC — I Zd 1 Zd 1 — V / L/WO 1 fo 丄丄丄 

1 v n n ) 



여기서 바는 정수 厂의 丄제곱이 다. 

n 

복소수 以의 n 차뿌리 — 는 실수의 경 우와는 달리 n 개 의 n 차뿌리 전부를 표시 
한다. 

례 O 복소수 1+/의 4차뿌리를 구하여라. 

(풀이) 1+/를 삼각형식 으로 고치 면 
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l + /^(cos| + /sm |； 


따 • 라 • 乂 ] 




’ 71 

—卜 2 소 

71 ^ 

- 卜 2 灰 7T 


Vl + i — < 

外石 

4 

cos— - 

4 

• ■ 4 

\-ism— - 

4 

, A ： = 0,1, 2, 3 > 



V 

) 



/ 


n . . n 

cos -卜 I sin — 

16 16 


이 제 co=cos — + i sin — (= i ) 표시 하면 

4 4 


k … 소氏八 ■ • - 2^ r .足、 


CO =cos^ + /sm 


(=H 


4 4 

1+/의 4차뿌리를 자(足=0，1，2， 3) 로 표시하면 

자 = ^/조 (cos 습 + / sin 줌 ) o/ 

이 4개 의 값을 각각 표시하면 


z 0 = \ f 2 


V 


n . . n 
cos —— + zsin —— 
16 16. 


= z () (文》 — zq i 

_ 2 -2 

^2 _ 각)公) — ZqI — _ Zq 

3 -3 • 

z 3 = Z Q (D = Z Q l = — z Q i 


- 부 + /Sm 부，너， '， 2 , 


문 제 

1. 다음것을 계산하여라. 


1} 1 


cos — + /sin — 


v J J J 

2) ( cos 30 0 - zsin 30 0 )_ 5 

2. 복소수 a 의 "차뿌리 z 0 , z 1 ? … ᅴ 은 복소수평 면 

에서 원점 을 중심 으로 하고 반경 이 d=i 인 원둘레 
에 내접한 바른 h 각형의 정점 에 놓인다. 왜 그런가? 



變®©銳 


浴를 1+/의 한 4차뿌리 라고 할 때 


VT 


+1 


P 


2刀 ■ . . 2刀 ■ 

cos -卜 zsin — 

、 4 4" 


\k 


그림 3-10 


소 = 0, 1, 2, 


임을 밝혀라. 
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복소수 a (농 0) 의 n 차뿌리 를 구할 때 그의 한 n 차뿌리 P 를 알면 다음 공식 에 의 
하여 나머지 n 차뿌리들을 구할수 있다. 



X 

Va =| 

[:= 心프 +/ si 최% = o, 1, .■ ᅴ 

[ V n n ) J 

L 




SI 3^ 복소수 64( cosl 35 0 + / sinl 35 0 ) 의 3차뿌리 를 구하여 라. 


(풀이) 


이 복소수의 3차뿌리를 하나 구하면 


V64 


cos^ + /sin^ 


4 cos 45° + / sin 45° 


따라서 구하려 는 3차뿌리 를 & 로 표시하면 

자 =4( cos 45 0 + / sin 45 0 ) 公戶， (k = 0, 1， 2) 


co = cosl 20° + / sinl 20° 

즉 3 차뿌리는 

{4( cos 45 0 + zsin 45 0 )，4( cosl 65° + zsinl 65°) , 4( cos 285 0 + / sin 285 0 )} 

문 제 

다음것을 계산하여라. 


1) 2) \[i 3) d 

4. 복소수산법의 기하학적의미 


4 \ / TC • • TC 

4) 5 cos - ism — 

V 6 6 


1) 더하기와 덜기 


점 a = a + bi , j 3 = c + < i / 의 복소수평 면에서 의 자리 
표는 각각 (公, b \ ( c , 넜)이다. 

복소수 a 의 동경벡 토르와 선의 동경벡 토르를 이 
웃한 두 변으로 하는 평 행4변형 에 서 원점 0에 서 나가 
는 대 각선의 끝점 의 자리표는 ( a + 6 ， c + 비이 다. 이 
것은 그림에서 빗선을 친 3각형이 합동이라는데로부 
터 곧 나온다. 

(a + c ) + (6 4- d)i = (a + bi ) + (c + di ) - a + jS 



이 므로 두 복소수 a 와 의 합 a + 0 는 복소수 a 의 동경벡 토르와 0 의 동경 벡 토르 
를 이 웃한 두 변으로 하는 평 행4변형 의 대 각선의 끝점 으로 표시 된 다. 
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다음 안같기식 이 성 립한다는것도 곧 알수 있다. 

| a + 浴 | < | a | + | 0 | 


복소수 a 에 복소수 선를 더한다는것은 a 를 표시하는 점이 3 의 
동경백토ᄅ의 방향으로 그 길이만큼 평행이동한다는것을 의□[한다. 

小少 


덜 기 는 더 하기 의 거 물산법 이 므로 a - jS = T 라 
고 하면 i 3 + r = a 이므로 복소수 " 의 동경벡 토르 
를 한 변으로 하고 복소수 a 의 동경벡 토르를 대 
각선으로 하는 평 행4변형 의 이 웃변의 끝점 이 바 
로 차 


a- 13 

를 표시한다. 



그림 3-12 


2) 곱하기와 나누기 


두 복소수 a 와 선 의 적 a iS (a ^0, 선 뉴 0) 는 복소수 a 의 동경 벡토르의 크기 
를 | i 3| 배하고 argiS 만큼 회전시킨 벡토르의 끝점으로 표시된다. 


이것은 복소수의 절대값과 편각의 성질 1) 로부터 곧 알수 있다. 




X 

복소수 a 에 복소수 0 를 3한다는것은 a 의 동경백토국의 크기를 I 13 | 
배하고 원점을 중삼으로 argiS 만큼 정방향으로 회전한다는것을 의미한다. 

(그림 3-13) 





두 복소수 a 와 0의상 g (a 퓨0，/3 국 0) 는 복소수 a 의 동경 

백토르의 크기를 ― 배 하고 arg /3 만큼 부의 방향으로 회전시칸 백 
토르의 끝점으로 표시된다. (그림 3-14) 


이것은 복소수의 절대값과 편각의 성질 1)， 2) 로부터 곧 알수 있다. 
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0 아닌 실수는 모두 정，부의 부호를 가지며 실수들은 수축에 빈틈없이 늘여 
놓을수 있다. 또 실수들은 서로 크고작은 비교를 할수 있다. 

그러나 복소수는 복소수평면에 펴놓이게 되기때문에 정，부의 부호를 가지게 
하거나 크고작은 비교를 하기 어렵다. 때문에 허수에 대해서는 정，부의 부호를 말 
하지 않으며 허수와 실수，허수와 허수사이에는 크고작은 비교를 하지 않는다. 

따라서 정수，부수라고 하면 그것은 실수이며 안같기식이 써있으면 그 두 변 
의 값은 실수이다. 

문 제 

1 . 복소수 a 에 / 를 곱한다는것 은 a 를 표시 하는 점 을 원점 을 중심 으로 90ᄋ 만큼 
정 방향으로 회 전한다는것 을 의 미한다. 왜 그런가? 

2. 복소수 a 에 다음 수를 곱하는것 은 어 떤 변환을 의 미 하는가? 

1 ) 1 + / 2 ) - + — / 

2 2 

3. 복소수평 면에서 점 zi , z 2 를 맺 는 선분의 가운데 점 을 구하여 라. 


련습 문제 

1. 다음 복소수를 삼각형식 으로 고쳐 라. 
2-5 i 

f-l + V3/Y f-l-V3/V 

- + - 

2 ᄂ 2 

V J V J 

2. 다음것을 계산하여라. 


1) z = 

3) z = 


2 ) 


4 

1 + V8 / 


1) [0.03 ( cos 25 O + / sin 25°) ] 3 • [ 5 ( cos 20° + / sin 20°) ] 2 


/ 


2 ) 


V 


n .. 刀" 

cos —+ /sm — 

2 2 


/ 

0.3| cos - + / sin - 
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3. Zi, z 2 이 복소수일 때 다음의 명제에서 옳은것을 찾아라. 


1) | 石| = | Z 2 | 이 면 Zi =± Z 2 


3) |(^1 ~^ 2 ) 2 \ = \ z i ~ z 2 


2) | ^ - z 2 | =( z l - z 2 ) 2 

4) z t 2 + z 2 2 =0 ^ z 1 = 0 , z 2 =0 


々.‘ 


4 - 때 다음 찾아라. 


1) x 7 8 + y 7 = -1 
3) x 6 + y 6 =2 

5. 다음 명제에서 옳지 않은것을 찾아라. 


2) x 5 + y 5 = — 1 


4) x 9 10 + y 9 


-1 


1) a ， 6유 0인 복소수 a + bi ^[ 2제 곱은 순허 수가 아니 다. 


公) 공액 이 아닌 두 복소수 zi , z 2 에 대 하여 |zj = | z 2 | 인 Zi , z 2 이 있다. 

3) 복소수 z = a + bi ( a ， 스뉴0)에서 a ， 스의 크기가 변하면 고의 편각도 변한다. 


r 


6. z = cos 分 + /sin 分 일 때 cosn 分 : 


， z ， 1 + 

V z 




이라는것을 밝혀라. 


7. z + — = 2일 때다을 삼각형식으로 표시하여라. 


8. 다음것을 계산하여라. 


1) Vcos22°30 f + /sin22°30 f 


2) z 4 =3(-l + V3/) 일 때 z = l 


9. 복소수평면에서 점 2-/ 의 동경벡토르를 3배로 늘구고 정의 방향으로 30ᄋ회전 
시켜 얻은 점은 어떤 복소수를 표시하는가? 

10. 복소수평 면에서 1 + 5/, 2 + 3/, -1 + 9/ 를 표시하는 점 을 각각 A , B , C 라고 
하자. 

1) AB 의 길이를 구하여라. 


2) A , B ， C 가 한 직선에 놓인다는것을 밝혀라. 
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복습 문제 


1. 다음것을 계산하여 라. 


2. 다음 방정식에서 실수 사少 를 구하여라. 

1) 18+ 25/ = 5(5 ᄌ- 2)+ 1000-10)/ 

2) 5 x + 46/ + 4 iy + 6 y = {a + b ) x -( a - 公)/ 

3) (2 x + yi){x + 2 yi ) - 10 + 30/ 

3. 다음의 조건을 만족시 키 는 복소수 z = x + j / 를 정 하여 라. 

1) z 2 = i 2) z 2 - 4 iz + (-4 + 2/) = 0 

4. 다음의 방정식을 풀어 라. 

1) 2 x 2 +6 x + 29 = 0 2) 0 + 5)( jc 2 +64) = 0 

3) ( x 2 +2)(9 x 2 -6 x +10) = 0 

5. 복소수 ', z 2 의 편각이 각각 여，分 2 일 때 

| Z 1 + Z 2 | 2 = I Z 1 I 2 + I Z 2 I 2 + 2 I II Z 2 I COS (^2 _ 分1) 

임 을 증명 하여 라. 

1 2 

6. z = l-i 일 때 z -一 의 값을 구하여라. 

Z 

7. I a | = 1， a + 선 유0일 때 

幻卜匕>公 = i 
1 + cc /3 

이 라는것 을 증명하여 라. 


8. | a | = | 선 | = | r |=1 일 때 다음 같기 식을 증명 하여 라. 

, . , 1 1 1 

1 H \ a (3 r 


9. zi =1 + /， z 2 = 1 - a /3 i , z 3 =-3(/- l ) 일 때 즈^■의 절 대 값과 편각을 구하여 라. 

Z 3 

10. 복소수평면에서 세 점 A =2 + 2/， B =3-2/， C =- l -/ 를 정점으로 하는 평행4 
변형 ABCD 의 정 점 D 를 표시하는 복소수를 구하여 라. 

11. 복소수평면에서 복소수 Zi , z 2 , z 3 을 표시하는 점을 정점으로 하는 3각형의 무 
게중심 을 구하여 라. 

12. z + 丄 = 2 cos 分일 때 乂+丄을 구하여라. 

n 
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13. 복소수의 삼각형식 을 써 서 다음 식 을 계 산하여 라. 


卜 1 떼 

n 


1 2 J 

卞 

l 2 J 


14. 어떤 복소수에 복소수 1+2/를 더하면 그 복소수를 표시하던 점 은 어떻게 움직 
이 는가? 

15. 어떤 복소수에 다음 수를 곱하면 그 복소수를 표시하던 점은 어떻게 움직이는가? 

1) 2/ 2) -2/ 

16. 다음 조건에 맞는 복소수를 표시하는 점 전부는 어 떤 도형 을 이 루는가? 

1) \ a + i\ = 1 2) | a - (/ + 1) | < 1 

17. arg (4+3/)= a ， arg (3+4/) = 浴 일 때 cos 2 (a + j 3) 의 값을 구하여 라. 

18. 에 관한 방정식 '+ jc + m =0 이 2개의 허수풀이 a , " 를 가지고 | a -，|=3 을 만 
족 한다. 실수 w 의 값을 구하여라. 

I —([5〉-1 

19세기 수학의《왕》-가우스 

도이췰란드 수학자 가우스 (1777 년-1855년)는 19세기 전반에 변량수학 
발전에서 비약을 가져2게 한 당시 수학계의《왕》이였다. 

가난한 벽돌공의 아들로 태여난 그는 어려서부터 수학에 뚜[여난 재능을 
가지고있었다. 그는 3살 때 아버지가 돈계산을 하는것을 옆에서 보고있다가 
틀린것을 빌견하여 어른들을 놀라게 하였으며 소학교 3학년 때 선생님이 1부 
터 100刀[지 수들을 전부 합하면 얼마인가고 묻자 즉석에서 5 050이라고 대 
답하여 선생님을 깜짝 놀라게 하였다. 

그는 다음과 같이 계산하였다. 

S = 1 + 2 + … + 99 + 100 
+ S =100 + 99 + … + 2 + 1 

— 2 S =101 +101 + … +101 +101— 

、__ ^ 

-- 

100 개 


그는 19살의 대학시절에 2 000년동안 론의되여오던 는금없는 자와 콤 
立[스에 의한 바론17각형의 그리기문제를 해명하였으며 22살 때 당대의 유명 
한 수학자들도 완전히 해명하지 못한 대수학의 기본정리《모든 사자대수방정 
식은 적어도 하나의 복소수풀이를 기진다.》를 증명하였다. 

가우스의 수학연구활동에서는 일련의 특성이 있는데 그것은 순수수학과 
응용수학사이에 유기적인 련관을 지어주었다는것과 그가 쓴 책의 내용이 풍부 


하다는것이다. 
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계 4 장. 용간모형 



공간에서 직선고ᅡ 평면 

다면체 

회전체 
= 0 ^ 1 = 















제 1 절. 공간에서 직선과 평면 


1. 기초명제 


1) 평면도형의 기초명제을 말하여라. 

2) 평면에서 세 점을 지나는 직선이 늘 
있다고 말할수 있는가? 

또 공간에서 세 점을 지 나는 평면은 
어떤가? 



_Q 


to 


공간도형의 기초명제 

1. 직선의 두 점이 평면에 놓이면 직선은 그 평면에 완전히 놓인다. 

2. 한 직선에 놓이지 않는 세 점을 지나는 평면은 있으며 다만 하나 있다. 

3 . 두 평면0 [ 하나의 공통점을 가지면 그 평면들은 그 공통점을 지나는 한 직선에서 

사군 I 다. 






한 직선에 놓이는 세 점을 지나는 평면은 무수히 많다. 
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~aQ 직선과 그밖의 한 점을 지나는 평면은 있으며 다만 하나뿐이다. 

(풀이) 주어 진 직선 a 의 두 점 B , C 를 잡자. (그림 4-3) 

그러면 기 초명제 2에 의하여 B , C , M 을 지 나는 평면 a 는 반드시 하나 있 
다. 다음 기 초명 제 1에 의하여 

公 C a 

그러 므로 a 와 M 을 지 나는 평 면은 반드시 하나 있 다. 

이때 M 과 a 는 평면을 결정한다고 말한다. 평면은 평행인 두 직선，사귀는 두 직 
선도 결정 한다는것 을 증명할수 있 다. 

그리하여 공간도형 의 기 초명 제 로부터 다음과 같은 평 면의 결정 조건 이 나온다. 


幻 



變通©銳 


다음과 같은 자리관계 밖에 다른 자리관계가 있는가를 알아보아라. 
1. 공간에 서 두 직 선의 자리관계 





그림 4-4 

2. 직 선과 평 면의 자리관계 
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3. 두 평 면의 자리관계 



그림 4-6 


문 제 

1. 다음의 경우들은 평면을 결정하는가? 

1) 세 점이 주어진 경우 2) 한 직선과 한 점이 주어진 경우 

3) 두 직선이 주어진 경우 4) 사귀는 두 직선이 주어진 경우 

2. 다음의 명제에서 옳은것은 어느것인가? 

1) 직선의 두 점이 어떤 면에 놓이면 직선은 그 면에 완전히 놓인다. 

2) 어떤 두 면이 하나의 공통점을 가지면 그 면들은 그 공통점을 지나는 한 직선 
에서 사권다. 

3) 세평면 a , iS , r 가 있다. 평면 a 와 선，3와 r 가 각각 공통점 M 을 가지면 
a 와 T 도 공통점 M 을 가전다. 

3. 한 평 면에 놓여 있지 않는 네 점 은 그것 들가운데 어 느 세 점 도 한 직선에 놓이 지않 
는다. 왜 그런가? 

4. 한 평면에 놓이지 않는 네 점은 몇개의 평면을 결정하는가? 

5. 두 평행직선과 사귀는 직선은 두 평행직선이 결정하는 평면에 놓인다. 왜 그런가? 

사귀는 두 직선과 각각 다른 점에서 사귀는 셋째 직선은 사귀는 두 직선이 결정하 
는 평면에 놓인다. 왜 그런가? 

6. 공간에서 어기는 직선 a ， 6와 이 직선들에 놓여 있지 않는 점 M 이 주어졌다. 점 M 
을 지나서 a ， 6에 각각 평행인 직선들을 포함하는 평면을 구하여라. 

7. 평면 a 에 직선 a 와 점 M 이 주어지고 a 밖에 점 N 이 주어졌다. 점 M 과 N 을 지 
나면서 사귐선이 a 에 수직인 평면을 구하여라. 

2. 직선 및 평면의 평행 

그림 4-7에서 밑면 BCCiBi 을 a , 

옆 면 DiDCCi 을 선라고 하고 모서 리 DiD , CCi 
가 주어졌을 때 

1) DiD // a , a H jS =CCi 이 면 
CCi // DDi 이겠는가? 

2) CCi // DDi , CCiC a 이 면 
DDi //a 이겠는가? 


Ai _ D! 




바 


0 

/a 


/ 


그림 4-7 
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정리 1. 직선 a 가 평면 公와 평행이고 a 를 지나는 평면 "와 쑈오[의 
사귐선이 M ) [면 以 는 6 와 평행이다. 


(증명) a %b 이 라고 가정 하자. 그러 면 a ，公 
는 한 평 면 /? 에 놓이 면서 평 행 이 아 
니므로 사권다. 

이제 이라고 하면 점 보은 

평 면 a 의 점 으로 되 므로 a 와 a 는 
공통점 M 을 가전다. 

이것은 a//a 라는 조건에 모순된다. 그러므로 a //& 이다. (그림 4-8) 



정리 2. 평면 a 밖에 있는 직선 a 가 평면 a 에 놓여있는 직선 
b 와 평행0 [면 직선 a 는 평면 a 와 평행0 [다. 


(증명) a cc 라고 가정 하자. 

그러 면 a 는 a 와 사권다. 
a[\a =M 이 라고 하면 M 은 평면 a 의 
점 이고 또 a , & 가 결정 하는 평면，의 
점 이 므로 a ，/?의 사귐 선 6 의 점 이 다. 
따라서 M 은 a , & 의 공통점 이 다. 

이것은 a // Z ? 라는 조건에 모순이 다. 
(그림 4-9) 



례 j 》 한 직 선 c 에 각각 평 행 인 두 직 선 以，6 는 서 로 평 행 이 다. 왜 그런가? 


(■이) 직선 a 에서 임의의 점 M 을 잡고 6 와 M ， c 와 M 을 지 나는 평면을 a ， P 
라고 하면 a ， P 는 M 을 지 나는 직선에서 사권다. (기 초명제 3) 

이 사귐 선을 以 ᅮ 이 라고 하면 (그림 4一 10) 


6 //c 이므로 blip (정 리 2) 

따라서 스// ^니(정 리 1) 
c //6 이므로 cl I a (정리 2) 

따라서 c // a i ( 정리 1) 

그런데 c//a (조건)이 므로 a ， 이 은 일 치한다. 
(직선밖의 한 점에서 그 직선에 그은 평행선의 
유일존재성) 

그러므로 b 11 a 



그림 4-10 
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afl ) 서로 평행인 두 직선 a, &를 각각 지나는 평면 (x ，"의 사귐선 C 는 
以，스와 각각 평행이다. 증명하여라. 


(풀이) a//M 므로 al I (3 

그리고 , an "、 이므로 

a 11 c 

같은 방법 으로 &//c 라는것 이 증명 된 다. 

례 O 두 평행평면 이，가 다른 한 평면 가와 사귀 
는 선 a , 스는 서로 평행이다. 왜 그런가?(그 
림 4-11) 

( S 이) a 1 1 (5 , 幻니기/ = 公，" ri / = 公 수 “//公 임 을 밝 
히자. 

사실 a // /? , a<[a 이므로 all J3 이고 
a c y, ;시기" = 公 이므로 정 리 1에 의 하여 



a / / b 


례 O 평 면 /? 에 놓여 있는 사귀 는 두 직 선 a ，公 가 
각각 평 면 a 와 평 행 이 면，는 a 와 평 행 이 
다. 왜 그런가? 

(풀 0 f) a // a , b II a ， a, 公〔 jS , a YA 公각 jS // 대 임 

을 밝히자. 

사실 13 公: a 라고 가정 하면 /? 는 a 와 사권다. 
"na = c 라고 하면 정 리 1에 의하여 




al / c 9 bile 

이것은 직선밖의 한 점을 지나면서 그 직선에 평행인 직선은 있으며 오직 하 
나라는 사실에 모순된다. (그림 4-12) 

따라서 P 11 a 


문 제 

다음 명제에서 옳은것은 어느것인가? 

1) 평행이 아닌두 평면 a, "가 다른 한 평면 T 와사귈 때 그 사귐선 a, b 는 평 
행이 아니다. 

2) 평행이 아닌 두 평면밖의 한 점을 지나며 그 두 평면에 평행인 직선 a 는 있다. 

3) 어기는 두 직선 a , Z ? 밖의 한 점 M 을 지나는 평면 a 는 직선 a , 6와 사권다. 
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2. 두 평 행평면 (2，/?사이 에 끼 워있는 평 행선분들의 길 이는 같다. 왜 그런가? 

3. 점 O 에 서 사귀 는두직선 a, 6 와점 Oi 에 서 사귀 는 두 직선 이，식에서 all a x , bll b x 
이면 Z ( a, b) = Z ( a” 公나 이거나 Z (公，公) + Z (次 n 식) =180° 이다. 왜 그런가? 
(여기서 ， (a, b) 는 두 직선 a ，6 사이의 각을 표시한다.) 

4. 한직선 JZ 에 각각 평행인 두 평면 의 사귐선은 JZ 에 평행이다. 왜 그런가? 

5. 두 평 면 a 와 jS 가 직선 m 에 서 사권다. CDC jS , ABC a , CD//m, ABPlm = A 일 
때 CD 와 AB 는 어 기는 직선임 을 증명하여 라. 

6. 두 평면 a , 선가평행이고직선 이다. 평면 선에 직선 以와 평행인 직선 公 

를 그려라. 


3. 직선 및 평면의 수직 


두 직 선 a , 6 가 어 기 고있 다. 以의 점 O , 

◦1 에서 b//mi, Z ?// m 2 되게 직선 mi , m 2 
를 긋자. 각 0 와 0 z 가 같겠는가? 또 a 
의 다른 점에서 평행직선을 긋고 생각해 
보아라. 



그림 4-13 


두 직선 «와 6 가 어길 때 어느 한 직선 «의 한 
점 O 를 지나 6 에 평행인 직선 m 을 그었을 때 생기 

t . -7 l f \ s n r _; r 【- cn x r aj l / rn 『 n 『 ] La r ~ r t=r 


각 & 블 UH/li=r 두 식선 a , 스 AK)| 의 삭 Old 卜고 무 
르고 Z ( a ， 6) 로 표시한다. 그리고 a ， b)=ZR 乂，之 


일 때 «와 b 는 수직이라고 부른 다. 乂 



례 1) 직6면체에서 모서리 AD 와 사콰은 어기는 
직선이고 Z ( AD , AiBi ) = ZR 
이 므로 서 로 수직 이다. (그림 4-14) 

직선 £이 평면 以 에 놓이는 모든 직선과 수직일 때 
요은 a 와 수직이 라고 부른다. 직선 £이 평면 a 와 수직 
일 때 £ 은 a 의 수직선，그렇지 않을 때 £ 은 a 의 빗선 
이라고 부른다. 


D 


A 


Ax 


/ 

Y - 


1 

l Di _ 

/ 

/ 

/ 


/ 


C 


Cl 


그림 4-14 
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수직선 



평면 以에 평행광선을 수직으로 비쳤을 때 
평면 以 에 나타난 도형 F 의 그림자를 도형 F 의 
평면 以에 던진 바른사영이라고 부르고 
〈〈사영 a F » 또는 'F 

와 같이 표시한다. 

이때 평면 化를 사영면이라고 부른다. 



그림 4-16 


變通透銳 기 둥 BB : 의 버 림 줄 AB 에 태 양광선 이 
정 오에 수직 으로 비 칠 때 그림 자 AB ! 
이 얻어졌다. 오후 3시에 그림자가 
AB 2 로 나타났다. 

1) ZBAB : 과 ZBAB 2 가운데 어느것 
이 큰가? 

2) AB 의 모든 그림 자가운데서 AB 와 
이루는 각이 제일 작은것은 어느 
것이겠는가? 



빗선 £의 평면 以에 던진 바른 
사영을 H ， 라고 할 때 £ 과 iT 
가이루는각을직선 £ 과평면 
a 7[ 이루는 각이라고 부른다. 



평면에 놓인 한 직선은 그 평면을 두 부분으로 나 
눈다. 이때 매 부분을 반평면이라고 부론다. 

평면은 공간을 두 부분으로 나눈다. 마찬가지 로 한 
직선에서 나가는 두 반평면도 공간을 두 부분으로나 
눈다. 



그림 4-18 
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한 직선으로부& 나가는 2개의 반평면 
과 그사0 [에 낀 공간부분을 2 면 각이 라고 부 
른다. 여기서 공통직선을 2면각의 모서리, 
반평면을 2면각의 면이라고 부르고 모서리 
가 AB 이고면이 a , 0인 2면각을《2면 
각 AB 》 또는《2면각 aAB /3〉〉 와같이 
표시한다. 






2면각의 모서리에서 임의로 한 점 C 를 잡고 C 를 지나서 모서리에 수직인 반직선 
을 매 면에 그었을 때 이 두 반직선이 만드는 각은 일정하다. 

이 각을 주어 진 2면각의 평면각이라고 부론다. 

2면각의 크기 는 그 2면각의 평 면각의 크기 로 표시한다. 


두 평면이 이루는 2 면각의 평면각을 
두 평면사이의 각이라고 부른다. 

두 평면사이의 각이 직각일 때 
두 평면은 서로 수직이라고 부른다. 



직선 JZ 이 평면 以에 놓여있는 사귀는 두 직선 이 Z ? 와 각각 수직이면 £은 以와 
수직 이 라는것을 알고있다. 그리고 직선 £ 이 평면 여 와 수직 이면 £을 지나는 평면 p 
가 以와 수직이라는것도 알고있다. 

이 명 제 의 거물명제 도 성 립 한다. 즉 두 평 면 이 /? 가 수직 이 면，의 점 A 에 서 a 
에 그은 수직선은 에 포함된다. 

사실 만일 수직선이，에 포함되지 않는다고 가정하면，에서 점 A 를 지나 사귐 
선 JZ 에 수직선을 그었을 때 그것은 평면 여와 수직이여서 결국 A 를 지나며 以에 수 
직인 직선이 둘이라는 모순이 생긴다. 

기 둥 AC 에 버 림 줄 AB 가 그림 과 같이 있 

다. 땅바닥에 태 양광선 이 수직 으로 비칠 
때 버 림 줄의 그림 자 BO } 얻 어 졌 다. 점 B 
에서 버 림줄에 수직 인 직선 a 는 그림 자 BC 
에 도 수직 이 겠는가를 생 각해 보아라. 거 꾸 
로 그림자에 수직 인 직선 a 는 버 림줄에도 
수직이 겠는가를 생 각해 보아라. 
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정리 3. 사영면 a 에 놓인 직선 u 가 빗선 스와 수직이면 직선 a 는 빗선의 
바른사영 식 과도 수직이다. 


(증명) & 의 한 점 A 에서 a 에 그은 수직선의 

밑 점을 Ai 이 라고 하면 시 은 하 에 놓인다. 
(그림 4-20) 

스 丄 a (조건) 이 고 AAi 丄 a 이 므로 

AAj 丄公 

따라서 a 는 6와 AA^l 결정하는 평면 
，와 수직이다. 그러므로 a 는，에 놓여 
있는 직선 하과 수직 이다. 즉 

幻 lLZ ^ 



정 리 4. 사영면 여 에 놓인 직선 a 가 빗선 6 의 바른사영 식 와 수직이면 직선 
a 는 빗선 & 오[도 수직이다. 


이것은 정리 3을 증명할 때와 꼭같은 방법으로 증명할수 있다. 

이 정리들을 세 수직선의 정리라 고 부론다. 

례 ^ 평면 化의 한 점 M 을 지나며 以 에 수직 인 직선을 구하여 라. 

(풀이) 평면 a 에서 점 M 을 지나는 수직인 두 직선 a , b 를 정한다. 평면 a 밖 
에 임의로 한 점 모를 잡고 a 와 P 를 지 
나는 평 면 " 를 얻 는다. " 에 서 점 M 을 지 
나며 (2 에 수직인 직선 c 를 구한다. 

사귀는 두 직선 b , c 가 결정하는평면 / 

에서 점 M 을 지나며 & 에 수직 인 직선 넜 
를 구한다. d 는 구하려는 수직선이 다. 

(그림 4-21) 

사실 a 丄6, a 丄 c 이 므로 a 丄/ 

따라서 a 丄乂이 다. 

그리 고 &丄乂이 고 이 므로 



그림 4-21 
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례 ) 평면 여의 한 점을 지나며 a 에 수직인 직선은 있으며 오직 하나뿐이 
다. 왜 그런가? 

(풀이) 그러한 직선이 있다는것은 례 2에서 밝혀 
졌다. 

이제 그러한 직선이 둘 있다고 가정 하고 
그것을 公， JZi 이 라고 하자. 公，及 1을 지 
나는 평 면，와 a 와의 사귐 선을 a 라고 
하면 Z( JZ, a) = Z( fix , a) = ZR 이므로 

£ , 사는 일치 한다. 이것은 가정 에 모순된다. 그림 4-22 

례 O 평면 a 에 수직 인 두 직선 m , n 은 서로 평행 이 다. 왜 그런가? 

(풀이) m ^이 라고 가정 하자. 

m， ^이 한 평면에 놓이는 경우 m , n 은 사권다. 




APAB 에서 ZPAB=ZPBA=ZR 이므로 이 3 각형의 아낙각의 합은 180 0 보 
다 크다. 이것은 모순이다. 

m ， ^이 한 평면에 놓이지 않는 경우 m , ^은 어긴다. m 과 B 를 지나는 평 
면 P 는 a 와 수직이고 ^은 a 와점 B 에서 사권다. 결국 점 B 를 지나며 
化 에 수직 인 n 이 점 묘를 지 나며 以 에 수직 인 평 면에 포함되지 않는다는 모 
순이 생긴다. 

이 리하여 m / Az 이 라는것 이 밝혀 졌 다. 


려 【 Q 직 선 £ 이 서 로 평 행 인 두 평 면 a, P 가운데 
서 하나에 수직 이 면 다른것 에 도 수직 이 다. 왜 
그런가? 

(풀이) 직선 £을 지나는 평면 /가 a ， /?와 사귀는 선 
을 a ，이 라고 하고 JZ 을 지 나는 다른 한 평 면 5 
가 a , ，와의 사귐선을 b , 하라고 하자. 

及 丄 幻 r 이 면 JZ 丄 a, JZ 丄 6, a//" 이 므로 
alia' ， bHb x 



그림 4-24 
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따라서 及 丄及 丄식 
이리하여 £丄" 


려 [ ᄋ 네■른6면체 ABCDAihCiDi 에서 옆모서 리 과 0^의 가운데점을 M ， 
N 이라고 하면 DBilMN 이다. 왜 그런가? 


(풀이) 직6면체의 옆모서 리들은 밑면에 수직이므로 
서로 평행이다. (그림 4-25) 

따라서 AAJ / CC , 

그리 고 두 밑 면은 모서 리 에 수직이 므로 서 
로 평행이다. 따라서 지나는 평 

면 이 두 밑 면과 사귀 는 선은 서 로 평 행 이 다. 
즉 AC // A 1 C 1 



그림 4-25 


또한 AA^l 밑 면과 수직이 므로 

이리하여 AA^iC 는 직4각형이라는것을 알수 있다. MN 은 직4각형 
AA ^ iC 의 중간선이므로 

이미 丄시이，이匕:사영밑면이므로 
따라서 MN 丄 DBi 


례 i ) 2면각의 한 면의 점 으로부터 2면각의 모서리까지의 거 리는 다른 면까지 
의 거리의 2배와 같다. 이 2면각의 평면각을 구하여라. 

(풀이) 2면각 aAB " 의 면 a 의 점 M 으로부터 모서 리 AB 까지 거 리가 MN 이면 
" 까지 의 거 리 MH 의 2배 라고 하자. (그림 4-26) ᅭ 

그러 면 MN 1 AB ， HN = 사영 々 MN 이 므 

로 HN 丄 AB (세 수직선의 정리) 

따라서 ZMNH 는 2면각의 평 면각이다. 

MH 丄，이 므로 MH 丄 HN 

따라서 A NMH 는 직 3각형 이 고 쓰브 = - 

MN 2 

이므로 ZMNH = 30° 

례 8 ) 평 면 a 와 각 0를 이 루는 평 면，에 놓여 있 는 A ABC 를 a 에 바른사영 
하여 을 엄었다. 이때 SUAilCikSUABOcos 分라는것 

을 밝혀라. 


B 




그림 4-26 
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( 풀이 ) 평면 이，의 사귐선을 JZ ， 평면 AA&B ， AAiC^C 가 £과 사귀는 점을 각각 
M, N 이라고 하자 . A 에서 £에 수직선 AH 를 긋고 H 와 Ai 을 맺으면 
AiH = 사영 a AH, AH 丄 J2 이 므로 AM 丄 H 


A 


S (AAiMN)^-MN • AiH=-MN • AH • cos 分 =S(AAMN)cos 分 
2 2 

따라서 SUBiMN—SUBMNkosS 이고 
S(AAiBiN)=S(AAiMN)- 
S ( A BiMN)=S ( A AMN) cos 6 
-S(ABMN)cos 分 
= [S (A AMN) -S (A BMN) ] 
cos 分 =S( A ABN) cos 分 

乂 

S (A A 1 B 1 N) =S (A ABN) cos 6 
그러 므로 만일 BC 八 : £ 이 면 

S(ABiCiN) = S(ABCN)cos 分 
이 로부터 BC 八 (JZ 이 면 

AiMN) -S (A BiMN) -S (A B 1 C 1 N) 

=S( A AMN)cos 分 一 S( A BMN)cos 分 一 S( A BCN)cos 分 
=S(AABC)cos 分 



BC//JZ 이면 티디// JZ ， AH 丄 BC, 식묘 丄 티어 이므로 AH 와 직선 BC 와의 
사권 점 을 L , 이 점 의 바른사영 을 이 라고 하면 

A.L, = 一 = AHcos 分 一 LHcos 分 = (AH 一 LH)cos 分 = ALcos 6 

이 고 


scaa^cj^-ba-aa 2 


- BC • ALcos 分 =S ( A ABC) cos 6 


문 제 

1. 직선 m ， ^과 평면 a, 신가 있다 . 다음의 명제에서 옳은것을 갈라내여라 . 

1) m 丄 a, 사丄 jS, miln — a // jS 

2) m 丄 a , 사丄 j 3, ⑶丄사 구 a 丄 j 3 

3) m lla, a 丄 jS — ml jS 

4) a 丄 jS ， ml jS m II a 

2. 평면 a, 선가 직선 JZ 에서 사권다 . 사귐선 £의 한 점 M 을 지나며 평면 a, 13 
에 놓이는 두 반직선 a, 6 사이의 각이 취하는 범위는 아래의 어느 경우인가 ? 

1) [0° ， 90° ) 2) (0° ， 90° ] 3) [0° ， 90° ] 

4) (0 ᄋ， 180 ᄋ ) 5) [0° ， 180 ᄋ ] 6) 가늠할수 없다 . 
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3. 평면 a 와 그밖의 한 점 M 이 주어졌다. M 을 지나며 a 에 수직인 직선을 그려라. 

4. 세 직선 이 Z ?, c 가 평면 以에 놓여있다. 직선 m 은 a , Z ? 와는 수직이고 c 와는 수 
직이 아니다. 다음것을 밝혀라. 

1) 以 와 公의 자리관계 2) m 과 a 의 자리관계 

5. 한 직선이 평면 以에 놓여있는 다음과 같은 두 직선과 각각 수직일 때 그 직선과 
평면은 서로 수직인가? 

1) 3각형의 두 변 2) 제형의 두 밑변 3) 원의 두 직경 

6. 두 평행평면가운데서 하나에 수직이 아닌 직선은 다른것과도 수직이 아니다. 왜 그 
런 가? 

7. OABCD 의 대 각선의 사귐점 O 를 지 나면서 4각형평 면과 사귀 는 선분 OM 을 
MA = MC , MB=MD 되 게 그었 다. 이 때 OM 은 4각형평 면에 수직 이 라는것 을 밝 
혀라. 

8. 직선 £ 이 평면 以와 점 ◦에서 사귀였다. £과 以가 이루는 각을 0 라고 하자. a 
에 서 ◦를 지 나는 임의의 직선을 1 1 이 라고 하면 Z ( JZ , £ 1 ) > 0 이 라는것 을 증 
명 하여 라. 

9. 2면각 aABiS 안의 한 점 보에서 a，iS 에 그은 수직선분의 길이는 같다. 점 M 에 
서 모서리 AB 에 그은 수직선은 이 2면각을 2등분한다. 왜 그런가? 

10. 빗변이 AB =9 cm 인 두 직2등변3각형 ABC 와 ABC ^ 이 서로 수직으로 사귀였다. CC : 을 
구하여 라. 

련습 문제 


1. 점 A 에서 사귀는 두 직선이 있다. 점 A 가 아닌 점을 지나면서 이 직선들과 동시 
에 사귀는 모든 직선들은 한 평면에 놓인다. 왜 그런가? 

2. 주어진 직선밖의 한 점을 지나면서 이 직선과 사귀는 모든 직선들은 한 평면에 놓 
인다. 왜 그런가? 

3. 직선 AB 와 CD 가 한 평면에 놓여있지 않으면 직선 AC 와 BD 도 한 평면에 놓여있 
지 않다. 증명하여 라. 

4. 어느 네 점도 한 평면에 놓여 있지 않는 6개의 점은 몇개의 평면을 결정 하는가? 

5. 세 평 면 a ， i 3 ，T 가 하나의 공통점 A 를 가전다. 이 세 평 면의 자리관계 를 밝 
혀라. 

6. 어기는 두 직선 < 2 , & 와이 직선에 있지 않는 점 O 가 주어졌다. ◦를 지나며 a, 公 
에 평행인 평면을 구하여라. 

7. 두 평면 a ，선가 평면 r 와 각각 평행이면 a , 13는 서로 평행이다. 증명하여라. 

8. 평면 oclla'， 13 lip x 이고 직선 c , c x 이 a f] 13 =c 9 幻 r 시 浴 ! 이면 cllc x 이 라 
는것 을 증명하여 라. 

9. 직선 a 에서 사귀는 두 평면과 평면 여 와의 사귐선이 서 로 평 행 이면 이 두 평면의 사 
귐선 a 는 以와 평행이다. 왜 그런가? 
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10. 다음 _에 맞는것을 써넣어라. 

세 평면이 a 丄 i 3 ，T 丄 선일 때 공간은 _일 때 _개의 부분으로 나누인다. 

( a 丄 T ， a // T 인 경 우로 갈라서 고찰하여 라. ) 

11. 평면 以 // ]3이고 以 에 놓인 OABCD 의 정점들을 각각 지 나는 평행직선들이 /3 
와의 사귐점 을 Ai , Bi , Ci , 어이 라고 하면 山콰이어은 평 행4변형 이 다. 증명하 
여라. 

12. 점 O 를 지 나는 세 직 선 a ， 스 ， c 가 둘씩 서 로 수직 이 면 이 직 선들이 둘씩 결정 
하는 세평면 a , 13 ， r 는 둘씩 서로 수직이다. 왜 그런가? 그 거물도 성립하 
는가? 

13. 직선 JZ 에서 서로 수직으로 사귀는 두 평면 a , 가 있다. 이 평면들밖의 한 점 
A 에서 a , "에 그은 수직선의 밑점을 P , Q , 사귐선 £에 그은 수직선의 밑점 
을 R 라고 하면 4각형 APRQ 는 직 4각형 이 다. 증명하여 라. 

14. 어기는 두 직선 이 6와 거기 에 놓여 있지 않는 점 A 가 주어졌다. 점 A 를 지나며 
직선 이 6와 사귀는 직선을 구하여라. 

15. 서로 수직인 두 평면에 각각 점 P , Q 가 있다. 이 점으로부터 평면의 사귐선까지의 
거리는 PPi =14 cm , QQi =7 cm 이다. PQ =21 cm 일 때 을 구하여라. 

16. 공간에서 

1) 네 점이 한 평면에 있지 않는다면 이 네 점에서 어떤 세 점도 모두 한 직선에 있 
지 않다. 

2) 두 직선이 공통점을 가지지 않는다면 이 두 직선은 서로 다른 평면에 있는 직선 
이다. 

이 두 명제에서 거물명제가 옳은 명제로 되는것은 어느 경우인가? 


제 2 절. 다 면 체 


1. 각기등 

몇개의 다각형으로 들리막한 공간의 부분을 다면체 라고 부론다._ 

다면체를 이루는 다각형을 그 다면체의 면， 면들이 사귀는 공통변을 모서리， 모 
서 리 들의 사귐 점 을 정점 이라고 부론다. 

한 면에 들어있지 않는 두 정점을 맺는 선분을 그 다면체의 대각선이 라고 부론다. 
다면체의 임의의 두 점을 맺는 선분이 늘 다면체 에 들어 있을 때 그 다면체를 볼 
록다면체， 그렇지 않으면 오목다면체라 고 부론다. 
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ᅪ 그림 4-28 

면체라고 하면 볼록다면체를 말하는것으로 한다. 

면이 ^개 인 다면체를 ^면체라고 부른다. 

다면체에서 면의 수가 가장 적은것은 4면체 이다. 

따라서 ^면체 라고 할 때 心4이 다. 

다면체가운데서 모든 면들이 합동인 바른다각형 이고 매 개 정 점 에서 나가는 모서 
리의 수가 같은 다면체를 바른다면체라고 부론다. 

비나•다•면체에 t 비나4면체， 비•■른 *6 면체， 비 *48 면체， 비 *112 면체， 비면체 다* 
섯가지만 있다. 


두 면은 평행이고 다른 면들은 모두 한 직선에 평행인〔ᅡ면제를 
각기등이라고 부른다. 


여기서 평행인 두 면을 각기둥의 밑면，한 직선에 평 
행 인 면들을 각기둥의 옆면이라고 부른다. 

두 옆면의 공통변을 각기둥의 옆모서리，두 밑면 
사이의 거리를 각기둥의 높이라고 부른다. 

밑면의 변이 H 개인 각기둥을 /7 각기등이라고 부 

른다. 

두 밑면이 다각형 ABCDE , AiBiCiDiEi 인 각기 
둥을 각기 둥 ABCDE - AiBiCiC ^ Ei 과 같이 표시한다. 
각기둥은 다음과 같은 성질을 가전다. 



- 그점 一 4 _ 29 

정리 1. 1) 옆모서리들은 서로 평행이다. 

2) 옆면들은평행 4 변형이다. 

3) 두 밑면은 합동이다. 


(증명) 1) 직 선 H 에 각각 평 행 인 두 평 면 a ， " 의 사귐 선은 £ 과 평 행 이 다. 
이로부터 

H //AA 1? J2//BB 19 ..., H // EE , 

따라서 AAx // BB 1 II … //EEx 
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2) AA X //BBi 이고 두 평행평면 ABCDE , AiBiCiDiE^l 다른 한 평면 
AA ^ iB 와 사귀여 생긴 사귐선 AB 와 시미은 평행이다. 따라서 옆면 
AA^iB 는 평 행4변형 이 다. 

다른 옆면들에 대해서도 마찬가지로 증명된다. 

3) 옆면들이 평 행4변형이 므로 

AB II A X B X , BC^B^!， …， EA ^ E X A X 

따•라써 

ZABC=ZA l B l C lf ZBCD=ZB l C l D l , … ， ZEAB=ZE l A l B l 
따라서 두다각형 ABCDE 와 식비이이。에서 대응하는 변과 각들이 각 
각 갈으므로 합동이다. 

옆모서리가 밑면에 수직인 각기둥을 직각기등，수직이 아닌 각기둥을 빗각기등이라 
고 부른다. 

특히 밑면이 바른다각형인 직각기둥을 바른각기등이라고 부론다. 

각기둥에서 한 옆면에 놓이지 않은 두 옆모서리를 지나는 평면의 자름면을 그 각 
기둥의 대각선면이라고 부론다. 




빗 각기 둥 


직각기둥 
그림 4-30 



# 구 


3각기둥에서 정점수 - 모서리수 + 면의 수=2인가를 알아보아라. 
변의 수 /! 에 대하여 수학적귀납법을 써서 모든 각기둥에서 
정점수 - 모서리수 + 면의 수 = 2 
라는것을 증명할수 있는가? 

n 각기둥을 n-l 각기둥으로 넘기고 생각한 다음 □시 n 각기둥으로 
넘기면서 정점수 ᅳ 모서리수 + 면의 수를 계스 Mf 여라. 
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1. 다음것은 어떤 도형인가? 

1) 직각기둥의 옆면 2) 바른각기둥의 옆면 

2. 빗 각기 둥의 대 각선면은 평 행4변형 이고 직 각기 둥의 대 각선면은 직4각형 이 다. 왜 그 
런 가? 

3. 각기둥을 밑면에 평행인 평면으로 자르면 자름면은 밑면과 합동이다. 증명하여라. 

4. 각기둥을 옆모서리에 평행인 평면으로 자르면 자름면은 평행4변형이다. 증명하여라. 

5. 다음 명제에서 옳은것은 어느것인가?. 

1) 옆면들이 다 직4각형 이 며 린접한 두 옆면사이 의 각이 다 같은 각기 둥은 바른 
각기 둥이 다. 

2) 밑면에 평행인 임의의 자름면이 밑면과 합동이면 그 도형은 각기둥이다. 

3) 3각기둥의 임의의 자름면은 3각형과 4각형이다. 

4) 4각기 둥의 대 각선면은 6개 이다. 

6. 빗3각기둥의 옆모서리의 길이는 8，옆모서리와 밑면이 이루는 각은 60ᄋ，매 옆모서 
리사이의 거리는 각각 3，4，5이다. 이 각기둥의 체적 및 겉면적을 구하여라. 

2. 평행6면체 


밑면이 평행4 변형인 각기둥을 평행 6 면체라고 부른다. 


평행6면체가운데서 옆모서리가 밑면에 수직인것을 직평행 6 면체， 수직이 아닌것을 
빗평행 6 면체라 고 부론다. 

특히 밑 면이 직 4각형인 직평 행6면체 를 직 6 면체라 고 부른 다. 

바른6면체는 모서 리들이 다 같은 직6면체 이다. 

정 리 1에 의하여 평 행6면체 는 다음과 같은 성 질을 가전다. 

① 평행6면체의 모든 면은 평행4변형이다. 

② 직평행6면체의 옆면들은 직4각형이다. 

③ 직6면체의 모든 면은 직4각형 이다. 

④ 바른6면체의 모든 면은 합동인 바른4각형이다. 

평 행6면체 는 이 밖에 도 다음과 같은 성 질을 가전다. 


정리 2. 1) 맞은 면들 S 평행이며 합동이다. 

2) 대각선들은 모두 한 점에서 사구[고 그 
점에서 2 등분된다. 
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(S 명) 1) 정리 1에 의하여 두 밑면은 평행이며 합동인 평행4변형이다. 
맞은면들을 고찰하자. A^DiD 와 BBiC^C 에서 
AAJ / BB X9 AD//BC 이므로 
면 AAiC^D // 면 BB^^, ZA^D^ZB^C 
그리고 AA^BBp AD=BC 이므로 


OBB l C X C 


마찬가지 로 맞은면 쇼쇼斤卞와 DC^CiC 가 평 행 이며 합동이 라는것을 밝 
힐수 있다. 



그림 4-31 


그림 4-32 


2) AD 와 '이은 각각 식이과 평행 이므로 ADCi' 은 한 평면에 놓인다. 
이 4 각형에서 AD 므 AiDi 므 BiCi 이므로 4 각형 ADCiBi 은 평행 4 변형 
이다. 따라서 대각선 Aq 과 DBi 은 사귐점 M 에서 2등분된다. 

마찬가지 로 4각형 쇼묘이이도 평 행 4변형 이 고 대각선 BD: 은 대각선 ACi 
의 가운데점 M 을 지 나고 그 점 에서 2등분된다. 

결국 대각선 ACi, DBi, BE): 은 한 점 보에서 사귀며 그 점에서 2등분 
된다. 

마찬가지 로 대각선 AiC 가 점 M 을 지 나며 그 점 에서 2등분된다는것 을 
밝힐수 있다. 

평 행 6 면체 를 그림 4-33 과 같은 평 면으로 자르면 자름면은 평 행 4 변형 
이 다. 증명하여 라. 

(증명) 맞은면 ABCD 와 식랴이이은 평행 D N _ C 


또한 맞은면 AAi^B 와 DD . C.C 
는 평 행(정 리 2) 이 므로 자름면 y 와 
의 사귐선 KL//NM (2) 


(정리 2) 이므로 자름면 y 와의 사귐선 




따라서 (1), (2) 로부터 


그림 4-33 


자름면 KLMN 은 평 행4변형 이 다. 
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문 제 

1. 모임 M = {바른4각기둥}， N = {직4각기둥}， P = {직6면체}， Q = {직평행6면체} 
이다. 다음 모임들사이의 관계에서 옳은것은 어느것인가? 

1) MCPCNCQ 2) MCPCQCN 3) PCMCNCQ 4) PCMCQCN 

2. 직6면체의 대각선의 길이는 모두 같다는것을 밝혀라. 

3. 직 평 행6면체 의 밑 면의 두 변은 6 cm , 8 cm 이 고 그사이 의 각은 60ᄋ이다. 이 직 평 행 
6면체의 높이가 3 cm 일 때 대각선면의 면적을 구하여라. 

4. 직 평 행6면체 의 밑 면의 두 변은 3 cm , 4 cm 이 고 그사이 의 각은 30ᄋ이다. 이 직 평 행 
6면체의 높이가 6 cm 일 때 대각선의 길이를 구하여라. 

5. 직평 행6면체의 밑 변의 두 변은 2 cm , 5 cm , 밑면의 작은 두 변사이의 거 리는 4 cm , 
옆모서 리의 길 이는 2^ cm 이 다. 이 직평 행6면체의 대각선의 길 이를 구하여 라. 

6. 바른6면체의 한 모서리는 以 이다. 한 정점으로부터 대각선까지의 거리를 구하여라. 

7. 바른6면체 ABCDA ' B ' C'IT 에 서 모서 리 AB , BB \ B f C \ C f D f D ' D , DA 의 가운 
데 점 을 각각 L , M , N , P , Q , R 라고 할 때 6각형 LMNPQR 는 바른6각형 임 을 증 
명 하여 라. 

3 . 각뿔과 각쁄대 


다각형과 다각형평면밖의 한 점을 다각형의 정점들과 맺어서 
얻은 3 각형들을 면으로 하는 다면체를 각쁄이라고 부론다. 


여기서 다각형을 각톨의 밑면， 한 점을 각 
톨의 정점， 3각형들을 각톨의 옆면， 정점과 밑 
면의 정점들을 맺는 선분들을 각쁠의 옆모 
서리， 정점에서 밑면까지의 거리를 높이라고 부 
른다. 

정점이 S 이고 밑면이 다각형 ABCD … E 인 
각쁠을 각뿔 S-ABCI>"E 와 같이 표시한다. 

밑면의 변이 가개인 각톨을 가각쁄 이라고 
부론다. 



그림 4-34 


밑면이 바른다각형이고 옆모서리의 길이 
가 모두 같은 각뿔을 바른각쁄 이 라고 부론다. 

각쁠의 정 의 로부터 각톨의 밑 면은 다각형 이고 옆면은 3각형 이 다. 
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각뿔을 밑면에 평행인 평면으로 자를 때 밑면과 자■면사이의 
부분을 각쁄대라고 부론다. 


여기서 평행인 두 면을 각톨대의 밑면， 나 
머지 면들을 각톨대의 옆면， 두 밑면사이의 거 
리를 각톨대의 높이라고 부른다. 

H 각톨로부터 얻 어지는 각뿔대를 ^2 각뿔대, 바 
른각톨로부터 얻 어지는 각톨대를 바른각쁄대라 
고 부른다. 

밑면이 ABCD … E ， 山빠어… Ei 인 각뿔 
대 를 각뿔대 ABCD … E - 山롸다대…타과 같이 
표시 한다. 


Ei 



■밸銳 3각뿔을 밑면에 평행인 평면으로 자르면 자름면은 밑면의 모양과 같은 
가? 또 4각톨일 때는 어떤가? 


정리 3. 각뿔을 밑면에 평행인 평면으로 자르면 

1) 자름면은 밑면과 닮은 다각형이다. 

2) 자름면과 밑면의 면적의 비는 정점으로부터 그 면까지의 
거리의 2 제급과의 비와 갈다. 


(증명) 각뿔 S - ABCD … EF 를 밑면에 평행인 평면으로 잘랐을 때 자름면을 
AiBiCiDi ". E ! Fi 이 라고 하자. 

정점 器에서 밑면과 자름면까지의 거리를 각각 so , sc ^ 라고 하자. 

1) 자름면 //밑면이므로 이 면들과 옆면의 사귐선들은 서로 평행이다. 

즉 AB // AiBi , BC //BiCi , CD // C1D1 ，…， EF //EiFi 

따_라써 

ZA = ZAi , ZB=ZB U ZC=ZC lf …， ZF = ZF \ 

그러므로 

다각형 ABCD … EF ⑵ 다각형 AiBiCiDi … EiFi 

2) 1) 로부터 

프스! gj 엔 = 卜시 2 ⑴ 

S(ABCD - EF ) ^ AB J 

그런데 AOAB ⑵ AOiAiBi 이므로 
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A i B i _Qi A i 

AB OA 


이고 ASA ◦에서 AiOiz / AO 이므로 




SO , 

따•라써 

OA 

SO 


AA 

so , 


AB 

so 

⑴과 

(2) 로부터 



⑵ 


，과디미 …대) _ p (니 2 
S(ABCD"EF) ~t"S0"y 


S 



례 Q 바른각톨의 높이는 밑면인 바른다각형의 중심을 지난다. 증명하여라. 
(풀이) 바른각뿔 S - ABCD … EF 에 서 높이 를 SO 라고 하면 직 3각형 SAO , 직 3각 
형 SBO , 직3각형 SCO , …，직3각형 SF ◦에서 
SA = SB = SC = SD = … = SE = SF，SO : 공통변이므로 

직3각형 SAOe 직3각형 SBOe 직3각형 SCO = … =직3각형 SFO 
따•라써 

AO = BO = CO = … =FO 

결국 ◦는 바른다각형 ABC … EF 의 중심이다. 


aTT ) 각톨대 

AB/M^, BCf/B.C^ …, FA //F 1 A 1 
(두 평행 인 밑면들의 옆면과의 사귐선)이므로 옆면 AAiBiB , BB1C1C , …， 
FFWiA 는 제형이다. 

례 D 각뿔의 밑면은 평 행4변형 인데 그 변들은 3 cm , 7 cm 이 고 한 대각선은 
6 cm 이 다. 각톨의 높이 는 4 cm 인데 밑 면의 대 각선의 사귐 점 을 지난다. 각뿔의 
옆모서 리들을 구하여 라. 

(풀이) 평행4변형 ABCD (밑면)에서 AB =7, 

AD =3 이라고 하면 BD =6 이고 

AC 2 + BD 2 =2( AB 2 + AD 2 ) 

AC 2 + 6 2 =2(7 2 + 3 2 )=116 

AC 2 =116-36=80， AC =4 V 5 


S 
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따라서 AO =2、/ I , BO =3 

그리고 SO 丄 OA , SO 丄 OB 이므로 ASOA 와 ASOB 는 직 3 각형 이다. 
따_라써 


SA= VSO 2 + A 0 2 = ^4 2 +(2 V 5) 2 =^ = 6 (cm) 
SB^VSO^TBO 7 ^ V25 =5 (cm) 


문 제 

1. 바른각뿔을 밑면에 평행인 평면으로 자르면 자름면은 바른다각형이다. 왜 그런가? 

2 . 바른각톨대의 옆면은 바른제형이다. 왜 그런가? 

3. 다음 명제에서 옳은것을 찾아보아라. 

1) 옳은 명제 《4각기둥은 6면체이다.〉〉의 거물명제는 옳은 명제이다. 

2) 옳은 명제 《바른각뿔대의 옆면들은 바른제형 이 다.》의 거물명제는 옳지 않은 
명제이다. 

3) 바른4각톨의 한 모서리에 평행인 임의의 자름면은 3각형 또는 4각형이다. 

4. 바른각톨대의 옆면적은 두 밑면의 둘레의 길이의 합과 옆면의 높이와의 적의 1과 

2 

같다. 증명하여 라. 

5. 밑면적은 400 cm 2 인 각톨의 높이를 4등분하고 그 점들을 지 나며 밑면에 평행 인 평 
면으로 각톨을 잘랐다. 자름면의 면적을 구하여라. 

6. 3각톨 S - ABC 의 네개의 모서 리 SA , AB , BC , CS 의 가운데 점 을 각각 K , L , M , 
N 이 라고 할 때 SB = AC 이 면 KM 丄 LN 이 라는것 을 증명하여 라. 



유명해진〔四제 C 60 

정점이 60개이고 매 정점을 지나는 모서리가 3개이며 면들이 합동인 
바른5각형과 바른6각형인 다면체는 탄소동소체인 플려렌분자^조모형으로 
알려진 C 6() 이다. C 60 O[ 빌견으로 1996년에 3명의 학자가 노벨화학상을 

수여받았다. C 60 Of 면과 모서리의 개수를 구하여라. 
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련습 문제 


1. 한 변의 길이가 以인 바른4면체가 있다. 서로 맞대고있는 두 모서리는 수직으로 어 
긴다는것을 증명하여 라. 그리 고 이 두 모서 리사이의 거 리를 구하여 라. 

2. 직평행6면체의 밑면은 이웃한 두 변이 6 cm , 8 cm 이고 그사이의 각이 30。，옆모서 
리는 5 cm 이다. 겉면적을 구하여라. 

3. 직6면체의 한 정점에서 나가는 세 모서리의 비가 3:7:8이고 겉면적은 808 cm 2 이다. 
이 직6면체의 체적을 구하여라. 

4. 사각기둥에서 대각선의 종 수를 구하여라. 

5. 4면체 ABCD 에서 모서 리 AD 와 BO } 수직 이 라면 AD , BC 에 각각 평행 인 평면 
으로 잘랐을 때 자름면은 어떤 4각형 이 되겠는가? 

6. 평 행 6면체 ABCD - AiBiCiDi 에 서 모서 리 AB , BBi , BiCi , CiDi , DiD , DA 의 가 
운데점 L , M , N , P , Q , R 는 한 평 면에 놓인다는것 을 증명하여 라. 

7. 직3각기둥의 밑면의 변들은 각각 10 cm , 17 cm , 21 cm 이고 높이는 10 cm 이다. 밑면 
의 제일 작은 높이와 옆모서리를 지나는 평면으로 각기둥을 잘랐다. 자름면의 면 
적 을 구하여 라. 

8. 밑면의 한 변이 ^ 이고 높이가 6 인 바른4각기둥을 밑면의 한 정점을 지나면서 밑 
면의 대각선과 45° 각을 이루는 평면으로 잘랐다. 이때 자름면의 면적을 구하여 

라 . (b > V 조公 ) 

9. 각뿔의 밑면에 평행인 자름면이 그 각뿔의 높이를 3:4( 정점으로부터 시작하여)의 비로 
나눈다. 자름면의 면적 이 밑면적보다 200 cm 작다. 각블의 밑면적을 구하여라. 

10. 각톨의 밑 면은 바른4각형 인데 각톨의 높이 는 밑 면의 한 정 점 을 지 난다. 밑 면의 한 
변이 20 cm , 각뿔의 높이가 21 cm 일 때 옆면적을 구하여라. 

11. 바른4각쁠이 있다. 밑면의 한 변은 10 cm , 옆면과 밑면사이의 각은 40 ᄋ이다. 옆 
모서리와 밑면이 이루는 각을 구하여라. 

12. 바른4각뿔의 밑 면의 한 변은 a ， 각톨의 옆모서 리 와 높이 사이 의 각은 30ᄋ 이다. 

각톨의 밑면의 한 정점을 지나며 그 정점의 맞은편 옆모서리에 수직인 자름면의 
면적을 구하여라. 

13. 밑면의 한 변이 각각 20 cm , 36 cm 이고 높이가 30 cm 인 바른4각톨대모양의 통을 만들 
려고 한다. 거기에 드는 철판의 면적을 구하여라. (뚜껑은 없다.) 

14. 평 행6면체 의 밑면은 바른4각형 이고 웃밑 면의 한 정 점 에서 아래 밑 면의 매 정 점 
까지의 거 리는 같다. 밑면의 한 변은 a ，옆모서 리 가 6 일 때 6면체의 겉면적과 체 
적을 구하여 라. 
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제 3 절. 회전체 


1. 원기등 


다문선으로 를려싸인 평면도형 표 가 있다. 이 평면도형이 놓여있는 
평면 以 를 평면의 한 직선 i 주위로 회전시킬 때 평면도형이 만드는 
도형을 회전체라고 부른다. 


회전체의 정의로부터 회전체를 축을 지 나는 평면으로 자르면 자름면은 축에 관하여 대 
칭 이라는것 을 알수 있 다. 


2 




그림 4-38 


£ 



직4각형을 그 한 변을 축으로 하여 회전시 킬 때 
얻어지는 회전체를 직원기 등이라고 부르고 이것을 
간단히 원기 등이라고 부르겠다. 여기서 축에 수직 
인 변이 그리는 면(원)을 원기둥의 밑면， 축에 평 
행인 변을 원기둥의 모선， 모선이 그리는 면을 원 
기둥의 옆면， 두 밑면사이의 거리를 원기둥의 
높이라고 부론다. 원기둥의 정의로부터 원기둥을 축 
을 지 나는 평 면 으로 자르면 자름면은 직4각형 이 고 
축에 수직인 평면으로 자르면 자름면은 원이라는 
것을 곧 알수 있다. 



정리 1. 원기둥을 축에 평행인 평면으로 자르면 자름면은 직4 각형이다. 
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례 밑면의 반경 이 2 cm 이고 높이 가 3 cm 인 원기둥 
을 축으로부터 1 cm 만 한 거리에 있는 축에 평 
행인 평면으로 잘랐다. 자름면의 면적을 구 
하여 라. 

(풀이) 자름면 쇼시티요 는 직 4각형 이 다. (정 리 1) 

AB = 2a/ 0A 2 - OH 2 = 2V2 2 -l 2 = 2V3 
쇼식 =OO x =3 

와식택 ) = ABAAi = 2^.3 = 6 々 (cm 2 ) 

례 2^ 반경 이 r 인 원기둥에 바른 6 면체 가 내접 하 
였다. 이 바른6면체의 대각선의 길이를 구 
하여 라. 

(풀이) 내 접바른6면 체 의 모서 리 를 <2라고 하면 바른6 
면체의 성질로부터 

2 a 2 = (2 r ) 2 ， a 2 = 2 r， 2 (a = 4 로 r ) 

대각선의 길이를 £ 이라고 하면 

H 2 =(2r) 2 +a 2 =4 厂 2 +2 厂 2 =6r 2 

公 = V6r 


문 제 

1. 원기둥의 축을 지 나는 자름면은 바른4각형인데 대각선의 길이는 (2 이 다. 이 원기 
둥의 옆면적와 체적을 구하여라. 

2. 원기둥을 축에 평행인 평면으로 잘랐다. 이때 생긴 웃밑면의 자름선(활줄)의 길이 
는 4 cm 이 다. 원기 둥의 밑 면의 반경 이 5 cm 일 때 축으로부터 자름면까지 의 거 리 
를 구하여 라. 

3. 원기둥에 직6면체가 내접하였다. 이 직6면체의 밑면들은 각각 원기둥의 밑면에 놓 
인다. 직6면체의 밑면의 이웃한 두 변의 길 이는 3 cm , 4 cm 이 고 높이는 5 cm 이 
다. 원기둥의 겉면적과 체적을 구하여라. 

2. 원뿔과 원뿔대 


B 




직3각형을 그 한 직각변을 축으로 하여 회전시킬 때 얻어지는 회전체를 
직원뿔이라고 부르고 이것을 간단히 원쁄이라고 부른다. 
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여기서 축에 수직인 직각변이 그리는 면을 원뿔 
의 밑면， 빗변을 원뿔의 모선， 모선이 그리는 면을 원 
톨의 옆면， 정점에서 밑면까지의 거리를 원톨의 높이라 
고 부른다. 



정점에서 밑면에 내린 높이의 밑점은 밑면의 중심 
에 놓인다. 원쁠의 정의 로부터 원톨의 축을 지 나는 자 
름면은 2등변3각형 이고 축에 수직 인 자름면은 원이 
라는것 이 곧 나온다. 


그림 4-42 


정리 2. 원뿔을 정점을 지나는 평면으로 자르면 자름면은 
2 등변 3 각형이다. 


(증명) 자름면이 밑면의 원둘레와의 사귐점을 A , B 라고 하자. 

정 점 S 와 A 는 자름면의 점 이므로 직선 SA 는 자름면에 놓인다. 

또한 SA 는 직3각형 SOA 의 빗변이므로 원뿔의 정의로부터 원쁠의 옆면에 
놓인다. 

따라서 SA 는 원뿔의 옆면과 자름면의 사귐선이다. SB 도 마찬가지이다. 

그리 고 SA 와 SB 는 합동인 직3각형 의 빗 변이 므로 


SA=SB 


따라서 자름면은 2등변3각형 이 다. 

원톨을 밑면에 평행인 평면으로 자를 때 자름면과 밑면사이의 부분을 원뿔대라 고 
부론다. 각뿔대에서처럼 원톨대에서도 밑면，옆면，높이를 생각한다. 



그림 4-44 


그림 4-43 


례 1ᄀ 밑면의 반경 이 3 cm , 높이가 4 cm 인 원뿔의 정점 을 지 나며 밑면의 중심 에 
서 2 cm 의 거리에 있는 활줄을 지나는 평면으로 원뿔을 잘랐다. 자름면의 둘 
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레의 길이를 구하여라. 
















(풀이) 자름면 SAB 는 2등변3각형 이 다. (정 리 2) 

AOAB 는 2등변3각형 이 고 0 H 丄 AB 이 므로 

AB = 2 a /0 A 2 - OH 2 = 2 a /3 2 -2 2 = 2 ^ f 5 
ASOA 는 직 3 각형이 므로 

SA = VsO 2 + OA 2 = V 4 2 + 3 2 = = 5 

따•리써 

H ( SAB ) = AB + 2 .SA = 2々 + 2.5 = 2(5 WI ) 

례 Q 밑면의 반경 이 r 인 원뿔에 변의 길이 가 a 인 바른6면체 가 내접하였다. 원 
뿔의 체적을 구하여라. 

(풀이) 바른6면체의 웃밑면을 지나는 평면으로 원쁠을 자르면 자름면은 밑면에 평 
행 인 원이 고 바른4각형 ABCD 는 이 원에 내 접한다. 

따라서 대 각선 BD 의 가운데점 O 는 이 원의 중심 이 고 

SO 丄 자름면 

그리 고 S ◦의 연장선이 밑 면과 사귀 는 점 을 이 이 라고 하면 

so , 밑면 

따라서 원톨의 높이 SOi 은 바른6면체 의 중심 선 00 1 과 일 치한다. 

이제 원뿔의 높이와 바른6면체의 밑면의 대각선을 지나는 평면으로 원톨을 
자르면 자름면은 그림 4-46 의 니과 같다. 


S 



s s 




그림 4-46 


여 기 서 SO x = h 라고 하면 MO { = r ，DO 


= ^DB = ^a 


이므로 

此 

/ -公 

h - a _ 2 
h r 


hr — 


s 

ar = - 

2 


ah 
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문 제 

1. 밑면의 반경 이 r 이고 높이가 A 인 원뿔을 밑면에 평 행 이고 정점으로부터 乂 만 한 
거리에 있는 평면으로 잘랐다. 자름면의 면적을 구하여라. 

2. 원뿔의 모선이 13 cm ， 높이가 12 cm 이다. 원뿔의 높이와 어기면서 밑면에 평행인 
직선에서 밑면까지의 거리는 6 cm , 높이까지의 거리는 2 cm 이다. 이 직선의 원뿔 
아낙에 든 부분의 길이를 구하여라. 

3. 원뿔대의 모선의 길이는 2以 이고 밑면과 60° 의 각을 이룬다. 한 밑면의 반경은 다 
른 밑면의 반경의 2배 이다. 두 밑면의 반경을 구하여라. 

4. 직원쁠을 정점을 지나는 평면으로 자를 때 자름면의 면적이 가장 커지는것은 아래 
의 어느 경우인가? 

1) 밑변의 길이가 제일 믈 때 2) 옆변의 길이가 제일 믈 때 

3) 정각의 크기가 제일 클 때 4) 정점에서 그은 높이가 제일 클 때 

5. 모선들사이의 가장 큰 각이 120ᄋ인 원뿔의 옆면적은 그 원톨과 같은 밑면과 높이 
를 가지는 원기둥의 옆면적과 같다는것을 증명하여라. 

3. 구 


반원을 그 직경을 축으로 하여 한바퀴 회전시켰을 때 생기는 회전체를 
구라고 부론다. 이때 반원들3 [【가 그리는 면을 구면이라고 부른다. 


여기서 반원의 활줄의 가운데점을 구의 중심，구의 중심 
과 구면의 한 점을 맺는 선분을 구의 반경，구의 중심을 지나 
는 직선이 구면과 사귀여 생기는 선분을 구의 직경이라고 부 
른다. 

구의 정의로부터 구의 직경을 지나는 평면으로 구를 자르면 
자름면은 원이 라는것을 알수 있다. 


A 



120 


그림 4-47 













정리 3 . 구를 평면으로 자르면 자름면은 원이다. 


(증명) 구의 중심 ◦에서 자름면 여에 그은 
수직선의 밑점을 M , 자름면과 구면 
의 사귐선의 한 점을 모라고 하면 
◦ M 자/는 일정 하고 OP = r 는 구의 반 
경이다. 

따라서 직3각형 OMP 에서 

MP = 士 2 - d 2 : 일정 
즉 모는 일정 한 점 M 을 중심 으로 하 



고 반경이 士 2 - d 2 인 원둘레의 점 
이다. 


구를 중심을 지나는 평면으로 자를 때 생기는 
원을 큰 원，중심을 지 나지 않는 평면으로 자를 때 
생기는 원을 작은 원이라고 부론다. 

구를 한 평면으로 잘랐을 때 생기는 구의 매 
부분을 결구라고 부르고 자름면을 결구의 밑면， 
결구의 밑면에 수직인 직경에서 결구안에 든 선 
분을 결구의 높이라고 부론다. 그리고 결구에 
서 구면부분을 구관(구면갓)이 라고 부론다. 



그림 4-49 


구를 평행 인 두 평면으로 잘랐을 때 평행평면사이에 끼워있는 구의 부분을 구대라 
고 부르고 두 자름면을 구대의 밑면，밑면사이의 거리를 구대의 높이라고 부른다. 


례 반경 이 3 cm 인 구를 평 면으로 잘라서 반경 이 
2 cm 인 원을 얻으러고 한다. 구의 중심으로부 
터 얼마만한 거리에 있는 평면으로 잘라야 하 
겠는가? 

(풀이) 구의 중심에서 자름면까지 거리를 d 라고 하자. 
O 와 자름면의 중심。ᅮ를 맺으면 00:1자름면 
이므로 ◦◦:= d ， 자름면의 원둘레의 한 점을 
A 라고 하면 

0^=2， OA =3 



직3각형 OOiA 에서 

d 2 = 3 2 — 2 2 = 5, d =、[돈 (、 cm ) 
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그림 4 -51 과 같이 반경 이 r 인 구에 원기 둥이 외 접하였 다. 구면의 면적 과 원 
기둥의 겉면적의 비를 구하여라. 


(풀이) 구와 원기둥을 원기둥의 축을 지나는 평면 

으로 자르면 자름면은 원과 원에 외접한 바 
른4각형 이다. 따라서 원기둥의 밑면의 반경 
은，，높이 는 2 r 이 다. 

구면의 면적 을 S , 원기 둥의 겉 면적 을 S ' 라 
고 하면 



그림 4-51 


S _ 4 刀 :，，， 2 _ 4 刀 ■ 厂 2 _ 2 

S' 2 刀 ■ 厂 2 +2 刀■厂 2r 6 刀 ■ 厂 2 3 


문 제 

1. 구면의 한 점을 지나며 그 점을 지나는 구의 반경에 수직인 평면을 구의 접평면이 라고 
부론다. 구의 접평면은 구와 한 점만을 공통으로 가진다는것을 밝혀라. 

2. 반경이 8 cm 인 구를 중심으로부터 2 cm 만 한 거리에 있는 평면으로 잘랐다. 자름 
면의 면적 을 구하여 라. 

3. 구에 원기둥이 내접하였다. 구의 반경은 6 cm 이고 원기둥의 밑면의 반경은 3 cm 이다. 원 
기둥의 체적을 구하여라. 

4. 구에 바른4면체 가 내 접하였 다. 바른4면체 의 한 모서 리 가 a 일 때 구면의 겉 면적 과 
체 적 을 구하여 라. 

련습 문제 

1. 원기둥의 높이는 8 cm , 밑면의 반경은 5 cm 이다. 이 원기둥을 축에 평행인 평면으로 
잘랐는데 자름면은 바른4각형이다. 축으로부터 자름면까지 거리를 구하여라. 

2. 밑면의 반경이 5 cm , 높이가 6 cm 인 원기둥이 있다. 두 밑면의 원둘레에서 각각 한 점 
을 잡아서 맺은 선분의 길이가 10 cm 이다. 축과 이 선분사이의 거리를 구하여라. 
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3. 원기 둥의 밑 면의 반경 과 높이 가 같다. 원기 둥에 바른 6 각기 둥이 외 접하였다. 그 옆 


면의 대각선과 축사이의 각을 구하여라. 

4. 원기둥의 높이는 2 cm , 밑면의 반경은 7 cm 이다. 이 원기둥안에 바른4각형을 끼워 
넣었는데 두 정점은 웃 밑면의 원둘레에 있고 두 정점은 아래 밑면의 원둘레에 있 
다. 바른4각형의 변의 길이를 구하여라. 

5. 원뿔의 밑면의 반경 은 r 이 다. 이 원톨을 축을 지 나는 평 면으로 자르면 자름면은 바 
른 3 각형이 된다. 이 원톨을 정점을 지나는 평면으로 잘랐을 때 자름면에서 두 모 
선이 이루는 각은 이다. 이 자름면의 면적을 구하여라. 

6. 반경이 r 인 금속구를 녹여서 옆면적이 밑면의 면적보다 3 배 큰 원률모양의 그릇안 
에 가득 채워넣 었다. 이때 원쁠의 높이를 구하여 라. 

7. 원톨의 높이가 /z 이다. 이 원쁠을 밑면에 평행인 평면으로 자르되 자름면의 면적 
이 밑면적의 절반으로 되게 하려면 정점으로부터 얼마 떨어진 평면으로 잘라야 하 
는가? 

8. 원톨을 높이 를 지 나는 평 면으로 잘랐다. 이 자름면에서 높이 의 가운데 점 을 지나며 
모선에 평행인 직선을 그었다. 이 평행선분의 길이를 구하여라. 원쁠의 높이는 h 
이고 밑면의 반경은 r 이 다. 

9. 원쁠대의 밑면의 반경은 각각 3 cm , 6 cm 이고 높이는 4 cm 이다. 모선의 길이를 구 
하여 라. 

10. 원뿔대 의 밑 면의 반경 은 각각 자，厂 2 이 고 모선이 밑 면과 이 루는 각은 45° 이 다. 높 
이를 구하여라. 

11. 원뿔대의 밑면의 반경은 각각 3 cm , 7 cm 이고 모선의 길이는 5 cm 이다. 축을 지 
나는 자름면의 면적을 구하여라. 

12. 원뿔대의 밑면의 면적은 M , N 이 다. 밑면에 평행이며 높이의 가운데점을 지나는 
자름면의 면적을 구하여라. 

13. 반경이 41 cm 인 구를 중심으로부터 9 cm 거리에 있는 평면으로 잘랐다. 자름면의 
면적을 구하여라. 

14. 구면에 세 점 A , B , C 가 주어졌다. 이 점들사이의 거리는 6 cm , 8 cm , 10 cm 
이고 구의 반경은 13 cm 이다. 구의 중심으로부터 세 점을 지나는 평면까지의 거 
리를 구하여라. 
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제 4 절. 투 영 도 


1. 투영도 

공간도형을 평면에 나타내는데 바른사영을 쓴다. 이때 그림 4-52 에서 보는것처럼 한 
평면의 사영만 가지고는 도형의 생김새와 크기를 자세히 알아볼수 없으므로 서로 수직인 
두 평 면(또는 세 평 면)의 사영 을 함께 그린다. 

그림 에서 H 면을 수평투영면， V 면을 정면투영면이라고 부론다. 

그림 4-53 은 직6면체와 원기둥을 H 면과 V 면에 바른사영을 한 다음 한 면을 사귐선 
£주위 로 90° 만큼 돌려 서 두 사영 이 한 평 면에 놓이 도록 한것 을 보여준다. 



그림 4-52 



그림 4-53 


이렇게 하여 얻은 사영을 투영도라고 부론다. 

이때 H 면의 투영도는 수평투영도， V 면의 투영도는 정면투영도라고 부르고 요을 
투영축이 라고 부론다. 



정면 

투영도 


수평 

투영도 


옆면 

투영도 
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그림 4-54 





































































































필요에 따라 투영축 JZ 에 수직 인 평면에 바른사영을 나타내 야 할 때도 있다. 

이때 투영축에 수직인 평면을 옆면투영면， 그 면에 표시한 바른사영을 옆면투영도 
라고 부른다. 

2. 점의 투영도 

점 A 의 수평 투영 면 H , 정 면투영 면 V 의 사영 을 각각 a , 以'라고 하자. 
a , 乂 는 각각 점 A 의 수평 투영 도，정 면투영 도이다. 



_ £ 

성질 1. 점 A 의 투영도에서 직선 cm ， 는 투영축 XY 에 수직이다. 

성질 2. 투영도에서 야내은 점 A 에서 정면투영면까지의 거리를 나타내고 
乂 이)은 점 A 에서 수평투영면까지의 거리를 나타낸다. 


(증명) 1) Aa ， Aa ' 가 결정하는 평 면을 a 라고 하면 

XY 丄 Aa，XY 丄 Aa 

이므로 XY 丄公 

따라서 평면 a 와 XY 의 사귐점을 a ᄋ 이 라고 하면 
aa 0 lXY，aaO 丄 XY 

그러 므로 투영도에서 丄 XY 
2) 평 면 a 에 서 4각형 는 직 4각형 이 므로 

A 公' = aa 0 ， Aa = a r a 0 


125 

















1. 다음과 같은 점의 투영도를 그려 라. 

1) 평면 H 에서 우로 2 cm , V 에서 앞으로 4 cm 거리에 있는 점 A 

2) 평면 V 에 놓여있고 H 에서 우로 3 cm 거리에 있는 점 B 

3) 평면 H 에 놓여있고 V 에서 앞으로 3.5 cm 거리에 있는 점 C 

2. 그림 4-56 은 점 A , B 의 투영도이다. 어떠한 거리에 있는가? 


b 


bo 


그림 4-56 

3 . 직선의 투영도 

두 점 A , 묘를 지 나는 직선 AB 의 투영도를 보기 로 하자. 

직선의 한 평면에로의 바른사영은 그 직선의 두 점의 바른사영을 지나는 직선이다. 그 
러므로 직선 AB 의 수평투영은 두 점 A , B 의 수평투영도 a , b 를 지나는 직선이고 정 
면투영 도는 두 점 A , B 의 정 면투영도 a , b ， 를 지 나는 직선이 다. 


X 


公 o 


-Y 






X 



Y 


그림 4-57 

례 ) 그림 4-58 의 투영도에 표시되여있는 매개 선분은 공간에서 H 면， V 면에 
대 하여 어 떤 자리관계 에 있는가? 

또 투영도에서 선분의 실제길이가 어디에 나타나있는가? 
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(풀이) 1) 자리관계 

① 수평투영면에 평 행 

② 정면투영면에 평행 

③ 투영축에 평행 

④ 투영축에 수직 

⑤ 정면투영면에 수직 

⑥ 수평투영면에 수직 


2) 실제길이 

① 에서는 수평투영도 

② 에서는 정면투영도 

③ 에서는 수평투영도와 정면투영도 

④ 에서는 없다. 

⑤ 에서는 수평투영도 

⑥ 에서는 정면투영도 


굽 T 1》 투영도에서 선분 AB 의 실제길이를 구하여라. (그림 4-59) 




4-59 


(풀이) 1) AB // H 이거 나 AB // V 인 경우，이때 는 앞의 례에서 이 미 보았다. 

2) AB 사 H ， AB 서 V 인 경우 

직선 를 축으로 하여 제형 AB 뇨를 회전하여 V 면에 평행되게 할 때 
의 묘의 자리를 C 라고 하자. 
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이때 의 길이가 달라지지 않으므로 점 스는 점 a 를 중심으로 하는 원 
둘레를 따라 움직 인다. 

그리고 B 6 의 길이가 달라지지 않으므로 b ， 는 XY 에 평행인 직선을 따 
라 움직 인다. 그리고 점 AC//V 이므로 

ac//XY 

그러므로 점 C 의 투영도는 그림 4-59 의 L ) 에서와 같은 순서로 구할 
수 있다. 

AB = AC = a’ c r 

그러므로 투영도에서 乂，가 선분 AB 의 
실제거 리 이 다. 

[다론 방법] 

제형 ABba 를 직선 ab 를 죽으로 하 
여 90° 돌려서 H 면에 겹쳐놓자. 

이때 겹쳐有 자*리 I abbia ^\3. 

AB = a { b i, Aa = a i a = a’ a Q ， 

BZ? =b ib =b r b o 

따라서 선분의 투영도로부터 다음과 같 
이 구한다. 점 a 와 & 에서 선분 a 公에 
수직 선 a ai f b 을 긋고 

a a i= a 0 a , b b i= b Q b r 

되 게 하면 선분 이、은 선분 AB 의 실 
제길이로 된다. 



그림 4-60 


문 제 

1. 다음것 을 증명하여 라. 

1) AB//VO AB = a f b f O ab//XY 

2) AB 丄 VO 乂와 Z / 는 겹친 점 — 丄 XY 

2. 그림 4-61 의 투영도들에서 두 선분의 자리관계를 설명하여라. 


d 




그림 4-61 
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3. 그림 4-62 에서 선분 AB , CD , EF 의 실제길이를 구하여라. 



그림 4-62 


그림 4-63 


4. 투영 도에 AABC 의 무게 중심 도의 투영 도를 표시하여 라. 그리 고 AABC 의 변들의 
실제길이를 구하고 그 3각형의 실제형래를 그려라. (그림 4-63) 

4. 립체의 투영도 

다면체 는 다각형 으로 둘러막혀 있고 그 면들의 경계 는 모서 리 들이 므로 다면체의 투 
영도를 그리는것은 그 모서리들의 투영도를 그리는것에 귀착된다. 

이때 투영면을 향해서 직접 보이는 모서리는 실선《 -》으로，뒤쪽에 있어 

서 직접 보이지 않는 모서 리는 점선 《-》으로 나타낸다. 

원기둥，원뿔，구와 같이 겉면이 곡면 또는 곡면과 평면부분으로 된 립체 (곡면 
체)에 대해서도 역시 그 투영도를 그리는것은 선이나 정점만 투영도를 그리는것에 귀 
착된 다. 

ai 1 〕 》다음의 투영도를 보고 그 립체의 견양도 (본모양그림)를 그려라. 




그림 4-64 
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(풀이) 


1 ) 


2 ) 




그림 4-65 


afl ) 견양도가 다음과 같은 

립체의 투영도를 그려라. 



그림 4-66 


(■[) 


8cm 


< 1Qcm > 


8cm 


〈 10cm 一 > 



8cm 


그림 4-67 


nr 


제 


다음의 투영도를 보고 그 립체의 견양도를 그려라. (그림 4-68) 


1 ) 



2 ) 



10cm - ' 


8cm 



그림 4-69 


2. 견양도가 다음과 같은 립체의 투영도를 그려 라. (그림 4-69) 
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련습 문제 


1. 다음의 



그림 4-70 


2. 그림 4-기은 3각기 둥의 투영 도이다. 

1) 평면 H 에 수직인 모서리와 면을 말하여라. 

2) 평면 V 에 수직인 모서리와 면을 말하여라. 

3. 다음과 같은 립체의 밑면이 평면 H 에 놓여있고 밑면의 중심이 평면 V 에서 5 cm 의 거 
리에 있을 때 투영도를 그려라. 

1) 밑면은 한 변이 3.5 cm 인 바른3각형이고(한 변은 투영축에 평행) 높이가 6 cm 
인 직각기둥 

2) 밑면의 반경이 2 cm , 높이가 3 cm 인 직원블 


b f a c 





그림 4-71 그림 4-72 그림 4-73 

4. 그림 4-72 는 원톨의 투영 도이다. 

1) 모선 AB 의 점 모의 정면투영도를 그려 라. 

2) 선분 AP 의 실제길 이 를 정 면투영면에 나타내 여라. 

5. 그림 4-73 은 어떤 립체의 투영도이다. 다음 문장에서 □안에 적 당한 말이 나 수를 


써넣어라. 
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① 이 립체는 □이라고 부론다. 

② 이 립체에는 □개의 모서리가 있다. 

③ 이 립체에는 □개의 면이 있으며 모두 □이다. 



1 . 다음 조건을 만족시 키 는 두 직선 이 Z ? 의 자리 관계 를 말하여 라. 

a c a , - m , a{\m = { a }， bf ] j 3 = { b } (A 半 B ) 

2. 다음 사실 이 성 립하지 않는다는것 을 례 를 들어 밝혀 라. 

allb ， a<^a y b c [5 수 ocII [5 

3. 다음의 사실 이 성 립 하는가? 성 립하지 않으면 례 를 들어 라. 

1) alia , b"an II b 

2) alia , a II 於속 a II j 8 

4. 직선 a , 6 와 평 면 a 가 있다. 다음의 명제 에서 옳은 명제를 찾아보아라. 

1) alia ， a // 公국公 // a 이 다. 

2) aCa , bHa = { B } 이면 a 와 b 는 서로 다른 평면에 있다. 

3) a"b ， 公丄 a ^ a // a 

4) a 丄 b , a 丄 a => Z ? // a 

5 . 빗변이 a 이고한뾰족각이 <9 인 직 3 각형이 그빗변을지나는평면과각。를이룬다. 
직각의 정점에서 그 평면까지 거리를 구하여라. 

6. 바른제형의 큰 밑변은 a 이고 옆변이 큰 밑변과 이루는 각은 60°, 대각선이 옆변과 
이루는 각은 90ᄋ 이 다. 대각선의 사귐점 ◦에서 제형평면에 길 이 h 인 수직선분 
OM 을 그었다. 보에서 제형의 변까지의 거리들을 구하여라. 

7. AABC 의 무게중심 G , 이 3각형과 공통점을 가지지 않는 평면에 던진 정점들 의 
사영을 Ai , Bi , Ci , 무게중심 도의 사영을 G : 이 라고 할 때 

AAi + BB !+ CCi =3 GGi 

이 라는것 을 증명 하여 라. 
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8. 직각기둥의 밑면은 2등변3각형이다. 그것의 두변 AB=BC = 7 cm 이고 셋째 변 
AC =2 cm 이다. 변 AC 를 지나서 각기둥의 밑면과 30°의 각을 이루는 평면으로 각기 
둥을 잘랐을 때 자름면의 면적을 구하여 라. 

9. 평 행 6면체 ABCD - AiBiCiD : 에 서 다음것 을 밝혀 라. 

1) 평면 BDAi ( ) 평면 CBiDi 

① 평행 ② 수직 ③ 수직이 아니다. ④ 가늠할수 없다. 

2) 선분 AC ， 평 면 에 의하여 ( )된 다. 

① 3개 부분들로 나누인다. ② 3등분된다. 

③ 2개 부분으로 나누인다. ④ 가늠할수 없다. 

10. 한 정점에서 나가는 세 모서리의 길이가 3 cm , 4 cm , 5 cm 인 직6면체의 대각선의 
가운데점에서 매 정점까지의 거리를 구하여라. 

11. 직평 행6면체의 대각선들은 9 cm , # cm 이고 밑면의 둘레의 길 이는 18 cm 이 
다. 옆모서 리의 길이가 4 cm 일 때 이 직평행6면체의 겉면적과 체적을 구하 
여 라. 

12. 밑면의 한 모서리가 a 인 바른4각쁠을 밑면의 한 모서리를 지나며 맞은편 옆면에 수 
직인 평면으로 잘랐다. 자름면과 밑면이 이루는 각이 30。일 때 자름면의 면적을 구 
하여 라. 

13. 바른4각률의 옆 모서 리 가 밑 면과 이 루는 각이 <9이 고 대 각선면의 면적 이 S 이 
다. 이 각틀의 겉면적과 체적을 구하여라. 

14. 바른4각뿔에 바른6면체가 내접되였다. 바른6면체의 정점들은 4각톨의 옆모서 
리에 있고 나머지 4개 정점들은 각블의 밑면에 놓여있다. 각블의 옆모서리는 
a , 높이 는 쇼 이 다. 바른6면체 의 모서 리 를 구하여 라. 

15. 밑면의 직경과 높이가 같은 원기둥에 바른4각톨이 내접하였는데 각뿔의 밑면은 원 
기둥의 아래밑면에 놓이고 각뿔의 정점은 원기둥의 웃밑면에 놓인다. 각쁠의 정 
점과 밑면의 대 각선을 지 나는 평 면으로 자를 때 두 립체의 자름면의 둘레의 비 
를 구하여라. 또한 각뿔의 높이의 가운데점을 지나면서 밑면에 평행인 평면으 
로 자를 때 두 립체의 자름면의 면적의 비를 구하여라. 

16. 원쁠대의 체적은 V 이 고 높이는 쇼 이다. 원쁠대의 축을 지 나는 자름면의 면적 
이 S 라는것을 알고 원뿔대의 밑면의 반경을 구하여라. 

17. 반경이 r 인 구에 원쁠이 내접하였다. 원쁠의 축을 지나는 평면으로 잘랐을 

때 생긴 3각형의 밑변과 높이와의 비는 丄이 다. 원쁠의 밑면의 반경을 구 

2 


하여 라. 
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18. 반경이 r 인 구에 외접하는 원톨의 밑면의 반경이 R(R 〉 r) 이다. 두 립체의 체적 


의 비를 구하여라. 


19. 다음과 같은 립체의 밑면이 평면 H 에 놓여 있고 밑면의 중심 이 평면 V 에서 5 cm 
의 거리에 있을 때 투영도를 그려라. 

1) 밑면의 한변이 3 cm (한변은 투영축에 평행)，높이가 5 cm 인 바른5각뿔 

2) 밑면의 한변이 3 cm (한변은 투영축에 평행)，높이가 7 cm 인 바른6각기둥 


20. 그림 4-74 와 같은 바른4각톨대가 있다. 


1) 밑면 ABCD 〔 H，AD // XY 일 때 투영도를 
그려라. 

2) 이 투영 도에 의하여 대 각선 AG 의 실제길 이 
를 구하여라. 


상 A 


E 



힐베르트와 그가 내놓은 23 개 문제 
힐베르르 (1862 년-1943년)는 현대수학발전에 _출한 공헌을 한 도이췰 
란드 수학자이다. 그의 과학연구는 인간의 무제한한 힘에 대한 확신, 수학 
과 자연과학과의 통일로 _징지어지고있다. 

오늘의 대수학과 기하학이 공리론적인 리론제계와 모임론을 토대로 하 
여 건설되게 된것은 힐베르트의 공적이라고 하여도 과언이 아니다. 


그는 1900년에 BHE [에서 진행된 제2차 국제수학자대회에서 20세기앞에 나 
서는 수학연구의 목표와 과업을 밝히고 U 서 당면하게 매 분0 [에서 연구하여0 유 할 
《힐베르■문제》라고 불리우는 23개 문제를 내놓았다. 


그가 내놓은 23개 문제들가운데서 8번째 문제《 씨수분포에 관한 리만 
가설의 증명〉〉만이 오늘까지 미해결로 남아있고 나머지 22개 문제는 기본 
적으로 해결되였다. 힐베르르가 내놓은 23개 문제는 20세기 수학발전을 크 


게 추동하였다. 
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계 5 장. ♦청과 조항 
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5-1 

일 반적 으로 어 떤 대 상들을 순서 를 고려하여 배 렬 한것 을 순렬이 라고 부르고 이 때 
매 대상을 순렬의 원소라고 부른다. 이것을 정식화하면 다음과 같다. 



제 1 절. 순 렬 

變通透銳 서로 다른 네 수자 1，2，3，4를 가지고 수자를 거듭 쓰지 않으면서 
세 자리수를 몇개 만들수 있는가? 그림을 보고 설명하여라. 


3 42 42 3 3 41 41 3 2 41 41 2 



2 3 4 1 3 4 1 2 4 



12 3 
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nim 서로 다른 원소에서 r ( r < n)im 원소를 일정한 순서에 따라 배렬한것 
을 서로 다론 nim 원소에서 깨의 원소를 취한 순렬이라고 부른다. 이때 «개 
의 원소에서 r 개의 원소를 취한 순렬의 총수를 


로 표시한다. 


K (또는 < ) 


이 정의에 의하면 우에서 고찰한것은 


P 4 3 =4 X 3 X 2=24 


이다. 

일 반적 으로 다음 공식 이 성 립한다. 


Q 

P r n = n(n - l)(w _ 2 )".(w _ r + 1) 


(증명) ^개의 원소를 이，와，…,、로 표시하자. 이 ^개 가운데서 먼저 한개 취하 
여 첫 자리 에 배 렬하는 방법 은 a 2 , •••，' 가운데 어 느것 이 라도 되 므로 
n 가지 이 다. 둘째 자리 에 는 첫 자리 에 배 렬 한것 ( 이，와，•••，、가운데 어 느 
한 원소)을 제외한 ( 자- 1) 개의 원소들가운데 어느것 이 라도 되므로 m -1 가지 
방법으로 배렬할수 있다. 이와 마찬가지로 셋째，넷째，…， r 번째 자리에 
는 각각 자-2，자-3，…， w ( r - l ) 가지 방법 으로 배렬 할수 있다. 

그러므로 ^개의 서로 다른 원소에서 r 개씩 취하여 만든 순렬의 총 수는 
n ( n ~ l ) ( n _2) … ( n ~ r ^ l ) 


만일 ^개의 원소를 전부 배렬하는 순렬을 고찰한다면 r = n 이므로 이러한 순렬의 총 
수는 다음과 같다. 


s 

= n{n — 1 ) … 2 • 1 


사 G -1) … 2.1 을 n ! 로 표시하고 사차례곱(팍토리알)이라고 부론다. 


차례 곱을 써서 순렬의 총 수 P :: 를 표시 하면 


(S 



n \ 

(n - r)l 


£ 
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aTT ) 다음것을 계산하여라. 

1) P 3 7 2) P \ 3) p n n ~ l 

(풀이) 1) P 卜 7.6 • 5=210 

2) P 卜5 • 4 • 3 • 2 • 1 = 120 

3) P n ~ x = n ( n ~ l ) ( n ~2) ".3 • 2 

31 2〕 》 6 명의 달리기선수가운데서 4명을 뽑아서 이어달리기경기에 내보내려 
고 한다. 달리는 차례까지 정한다면 달리기조를 짜는 방법은 몇가지 
인가? 

(풀이) 4명의 선수를 달리는 차례까지 정하여 뽑는것은 6개에서 4개씩 뽑은 
순렬을 만드는것과 같다. 


따•라써 

시=6 • 5 • 4 • 3=360 

답. 

360 가지 

문 제 




1. 다음것을 계산하여 라. 




1) P 5 

2) Pi 


3) P 

2. 다음 같기식 이 성립한다는것을 밝혀라. 



1) P n ； l = P ： 

2) P 1 +P 

l + P 

2 = P 2 

4 ^厂 5 


3. 수자 0，1，2，3，4，5를 가지 고 같은 수자가 거 듭 들어가지 않는 세 자리 수를 
몇개 만들수 있 는가? 

4. 4개의 문자 a , b , 에서 3개씩 뽑는 순렬을 다 만들어라. 

5. 4개의 수자 1，2，3，4를 모두 써서 만든 네자리수가운데서 천의 자리는 1이 
아니고 백의 자리는 2가 아니고 열의 자리는 3이 아니며 하나의 자리는 4가 
아닌것을 모두 몇개나 만들수 있겠는가? 

지금까지는 서로 다른 원소들가운데서 r 개씩 취하여 만든 순렬을 고찰하였다. 

이제 ^개의 원소들가운데 같은 원소가 있는 경우에는 순렬의 총 수가 어떻게 
되겠는가를 보자. 

aTT ) 세 종류의 뻐스가 있다. 첫 종류의것은 3대，둘째 종류의것은 2대， 
셋째 종류의것은 1대 있다. 이 뻐스를 출발정류소에서 출발시키는 
순서에는 몇가지 방법이 있겠는가? 

(풀이) 이 뻐스들을 

a ， a , a , 公， 公， c (1) 

로 표시하면 구하려 는 총 수는 이 문자들로 된 순렬 의 총 수와 같다. 

만일 뻐스들이 모두 다른것이 라고 하고 그것을 

a x , a 2 , a 3 , b x , b 2 , c (2) 
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로 표시하면 이때 뻐스(서로 다른것으로 생각하는)를 출발시키는 순서의 
총 수는 (2) 에 있는 순렬의 총수 6!과 같다. 그런데 이 수안에는 실제로 
득같은 순서 로 뻐 스를 출발시 키 는것 이 반복되 여있 다. 이 제 반복된 총 수 
를 찾아내자. 

먼저 a 에 대 하여 중복된것 들을 표시 하겠 다. 

순렬 


a, a, a, 公， 公， c 

를 보면 (2) 에서 만든 순렬에서 는 a 에 번호를 붙여 a 1? a ” 이 으로 하였 


기때문에 이것들의 순렬의 총 수 3!만 한 다음과 같은 순렬들이 순렬 (1) 
과 일 치한다. 


a x , a 2 , a 3 , 公, 公 ， c 
a x , a 3 , a 2 , 公 , 公 ， c 
a 2 , a 19 a 3? 公，公 ， c 
a 2 , a 3 , a x , 公，公 ， c 
a 3 , a l9 a 2 , 公, 公, c 
a 3 , a 2 , 公，公 ， c 


3! 개 


6 에 대해서도 마찬가지이므로 구하려는 (1) 의 순렬의 총 수 x 는 같기식 

6! =x X 3! X 2! 

을 만족시 킨다. 

그러므로 

-으느 = 6 x 5 x 2 = 60 
3!2! 


답. 60가지 


일반적으로 n 개의 원소들가운데 같은것들이 각각，개， v 개， r 개，•••이 있고 

p + q + r+ ... = n 

일 때 이 ^개의 원소들로 만든 순렬의 총 수는 



례 수자 1이 4개，2가 2개 있다. 이것으로 만들수 있는 여섯자리수는 몇개 
인가? 

(풀이) 4+2=6이므로 

느 15 

4!2! 


답. 15개 
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7 개의 수자 0, 0, 1, 1, 1, 2, 2로 만들수 있는 일곱자리수는 

몇 개 인가? 


(풀이) 0이 왼쪽 첫자리 에 오면 수를 만들수 없다. 

해리에 101 비해 에 90 


대어 12 내 뼈 게 60 


따라서 구하려는 수는 

90+60=150 

또는 다음과 같이 구할수도 있다. 

왼쪽 첫 자리 에 0이 오면 수를 이 루지 못하므로 그 경 우를 제 외하면 

——--- = 210-60 = 150 

2!3!2! 1!3!2! 


답. 150개 


문 제 


1 . 다음 차례 곱을 계산하여라. 

1) 7! 2) 10! 

2. 다음것들가운데서 옳은것을 지적하여라. 

1) P k n ( n 之 k ) 은 늘 1보다 작지 않은 옹근수이 다. 

2) ^차례 곱은 1부터 까지의 수를 모두 곱한것 이다. 


n k\(n-k)\ 

3. 다음 같기 식 을 증명하여 라. 

1) (^2+1) \ ~ n \= n • n \ 2) P k n = ( n ~ k ^ l)P k ~ l 

4. 5 개의 수자 3, 3, 3, 5, 5 로 만들수 있는 다섯자리수는 모두 몇개인가? 

5. 붉은 기발 4개，노란 기발 3개，흰 기발 2개를 1렬로 배렬하여 만들수 있는 
신호는 모두 몇가지 인가? 

탕 구 


원소들을 원형으로 배렬하는 순렬을 원순렬이라고 부른다. 

5명의 학생이 원형으로 둘려서서 공을 찰 때 그들이 를려서는 방법에 
는 몇가지가 있겠는가? 
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지금까지의 순렬에서는 ^개의 원소들가운데서 같은 원소를 두번이상 반복 취하 
는 경우는 제외하였다. 같은 원소를 반복하여 취할수 있는 순렬을 중복순렬 이라고 
부론다. 

중복순렬의 총 수가 얼마인가를 보자. 

sTT ) 5 개의 수 1? 2，3，4，5를 반복하여 사용할수 있을 때 4자리수를 
만드는 방법에는 몇가지가 있겠는가? 

(풀이) 네자리수의 1 000의 자리 에는 1，2，3，4，5가운데 임의의 수자를 
놓을수 있다. 따라서 그 방법에는 모두 5가지가 있다. 

100의 자리에도 1，2，3，4，5가운데 임의의 수자를 놓을수 있으므로 
그 방법 역시 5가지 이다. 

마찬가지로 10의 자리， 1의 자리에도 각각 5가지 방법으로 놓을수 
있으므로 적의 법칙에 의하여 네자리수를 얻는 방법의 총 수에는 

5 x 5 x 5 x 5 = 5 4 =625 

답. 625가지 

일반적으로 서로 다른 ^개의 원소에서 r 개씩 취하여 만드는 중복순렬의 총 수를 
n : 로 표시하면 

__ Q 

X| 

n：=- 


(증명) "개의 원소를 이, a 2 , …, ~으로 표시 하자. 

첫자리에는 ^개의 원소 a x , a 2 , …,、가운데 어느 하나라도 놓일수 있으 
므로 그 방법은 n 가지 이다. 다음으로 둘째 자리를 고찰하여도 사정은 마 
찬가지이 다. 이 와 같은 과정 을 r 번 반복하게 되 므로 구하려 는 중복순렬의 

총수 11= 는 적의 법칙에 의하여 

I 기 r n =nxnx---xn = n r 

r 

(주의 ) 중복순렬에서 는 n < r 일수도 있다. 

례 수자 3，5，7，9를 가지 고 만들수 있는 세 자리 수는 모두 몇개 인가? 
(■이) 이것은 4개의 수에서 3개씩 뽑은 중복순렬이므로 

n 나 43 ， 


답. 64개 
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문 제 


1. 세 가지 색갈을 가진 기 발을 4번 써서 만들수 있는 신호의 종류에 는 몇 가지 가 있 
겠는가? 

2. 0，1，2，3，4，5의 6개의 수자를 반복하여 쓸수 있을 때 세자리수를 만드는 방 
법에는 몇가지가 있겠는가? 

3. 사과 2알，배 2알，복숭아 8알이 들어있는 그릇이 있다. 7명의 어 린이들에게 그 
릇에서 임의로 7알을 꺼내여 1알씩 주는 방법은 모두 몇가지인가? 

4. 수자 1，2，3，4，5，6，7가운데 서 같은 수자가 거 듭 들어가는것 을 허 용할 때 
짝수인 네 자리 수는 몇개 인가? 


련습 문제 

1. 다음것을 계산하여 라. 

” 예 4 2) 국 Q - 국 Q 

욕 6 +욕 5 정 +" 

3) ( PZ - P / X ^ 2 -^ 1 ) 4) 호부 

2. x , m 드 N ， m < T 19< x 일 때 Om )(* x :- m - l )".( x -19) 를 순렬을 써서 표시 하면 어느것 이 
옳은가? 

1) K -： 2 ) p^_- m 3) e 9 r 4 ) p :!-: 

3. 다음방정 식 을풀어 라. 

1) P x 2 = 56 2) P x 3 = xP 3 2 3) P 2 3 x = 10 P X 3 4) (戶/+戶:) +《 =1 

4. 5(戶 ；7 3 +尺 4 +1 ) = 12/^ 3 +1 에 맞는 "의 값을 구하여 라. 

5. 달림길 이 네줄로 되 여있는 경 기 장에 서 4명 의 선수들이 차지하는 방법 은 몇 가 
지 인 가? 

6 . 수자 1，2，3，4，5，6，7에서 서로 다른 수자를 뽑아서 만든 다섯자리수가운데 
서 25의 배 수는 몇개 인가? 

7. 8개 의 수자 0，1，2，3，4，5，6，7을 가지 고 같은 수자가 거 듭 들어가지 않는 
네 자리 수를 몇개 만들수 있 는가? 

8. 수자 1을 2개，0, 2, 3을 1개씩 써서 만들수 있는 다섯자리수는 모두 몇개 인가? 

9. 7개의 수자 0，1，1，1，2，2，3을 씨서 만들수 있는 일곱자리수는 모두 몇개 
인가? 

10. 5개 의 수자 0，1，2，3，4가운데 서 같은 수자가 거 듭 들어가는것 을 허 용할 때 
4자리 수는 모두 몇개 인가? 
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11. 같은 수자가 거 듭 들어가는것 을 허 용할 때 4개 의 수자 1，2，3，4를 가지 고 다 
섯 자리 수는 몇개 만들수 있는가? 

12 . x + y + z + u =7 ^r 만족시 키 는 x , ᄉ z ， 1 / 의 자연수풀이 는 몇 묶음 있는가? 

제 2 절. 조 합 


變通透銳 선수 4명가운데서 출전선수 3명을 선발하는 방법에는 몇가지가 
있겠는가? 부분모임을 찾으면 되겠는가? 


«개의 원소가운데서 깨의 원소를 추[하되 순서를 고려하지 않은 

매개 렬을 nim 원소에서 r 개 취한 조합이라고 부르며 이때 조합의 
총 수를 

c : (또는 (：)) 

로 표시한다. 


(주의) 조합에서는 순렬과는 달리 취한 원소들의 순서를 고려하지 않는다. 
일반적으로 다음 공식 이 성 립한다. 

여-아 

— r _ p n _ n ( n -\)( n -2)-\ n-r + l ) 

匕，2 一 一 

r \ r \ 


(증명) 이 공식 을 증명 하기 위하여 ^개 의 서 로 다른 원소가운데 서 r 개 의 원소를 
취한 순렬의 총수를 두가지 방법으로 구하자. 

먼저 ^개의 서로 다른 원소에서 r 개의 원소를 취한 순렬의 총 수는 공식에 
의 하여 

세 에 (W-l)(/2-2) … (W-r + l) (1) 


한편 ^개의 서로 다른 원소에서 r 개 취 한 조합의 총 수를 X 라고 하면 그 
가운데의 매개 조합은 r 개의 원소를 가전다. 이 매개 조합에 대하여 순 
렬을 만들면 매번 r ! 개의 순렬을 얻으며 따라서 순렬의 총 수는 

xxr \ (2) 


⑴과 (2) 로부터 


xxr \= P : 
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乂 




n{n - 1 )(" _ 2 )".(w _ r + 1) 
r ! 


례 1=) 40 개의 제품이 들어있는 제품상자에서 3개의 제품을 꺼내여 검사한다. 

3개의 제품을 꺼내는 방법은 몇가지 있는가? 

( S 이) 제품을 꺼내는 방법의 수는 40개의 원소에서 3개씩 뽑은 조합의 총수와 

간 c 므로 



_ 40-39-38 
1-2-3 


= 9 880 


답. 9 880가지 


례 2) 6개의 평행직선과 5개의 평행직선이 사귈 때 얻어지는 평행4변형의 총 
수를 구하여라. 

(풀이) 이때 매개 평행4변형은 6개의 평행직 
선들가운데서 어느 2개와 5개의 평행 
직선들가운데서 어느 2개에 의하여 
얻어 진다. 그런데 6개의 평 행 직선에 
서 2개 씩 뽑는 방법 은 (: 6 1 2 3 가지 이 고 
5개의 평행직선에서 2개씩 뽑는 방 
법 은 C 5 2 가지 이 므로 평 행4변형 의 총 

수느 



C 6 2 XC 卜 


6-5 

T2~ 


5.4 

~V2 


150 


답. 150가지 


문 제 


1. 다음것을 계산하여 라. 

1) C \ 2) C 7 4 3) Q 2 0 

2. 볼록 n 각형은 대각선을 몇개 가지는가? 

3. 4명 의 학생 이 수학，물리，화학소조에 참가하는데 매 사람이 한가지 를 선택한 

다면 서로 다른 선택방법은 몇가지인가? 
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조합의 공식을 


(n 




로 표시할수도 있 다. 


r r - 

n \ 

n r \{ n - r )! 

우의 공식의 

오른변에서도 


C: 


n \ 

0U\ 


이므로 우의 공식은 r =0 인 경우에도 그대로 성립한다. 이때 0!=1로 본다. 
다음의 같기식 들도 성 립한다. 


1 ° C r = C n 


( SS ) 조합의 공식으로부터 



_ n \ 
r \{ n - r ) ! 


이므로 


C ： 


n \ 


n ! 


{n - r )\ \ n -{ n - 厂)]! (n - r)\r \ 




'X 

2 ° = C r + C r_1 

n+l n n 

u 



(증명) c ; +1 


= (사 + 1 )! 이고 
r \{ n-r + \)\ 




















n\ 


n\ 


Q r + (그卜 1 =_ 

n r\ [n-r)\ (r - \)\ {n - r + 1)! 

_ n \{n-r + \)+n\r _ n\ {n + 1) _ {n + 1)! 

r\{n-r + 1)! r\{n -r + l)l r\{n-r + 1)! 


이므로 

c ^- c ^ c ;- 1 

aTT ) 다음것을 계산하여라. 

i) 다 l 2) cf: 

( 플이 ) 1) C 8 7 0 8 = C 8 2 o=^ = 3 160 

l*z 

2) 000 


문 제 


다음것을 계산하여라. 


1) C 


27 


2) C 


83 


3) C 


598 

600 


4) C 


9 999 

10 000 


2 . 다음 명제에서 옳은것을 찾아라. 

1 ) ^개에서 소개씩 뽑은 조합은 n 개에서 소개씩 뽑은 순렬의 시배와 같다. 

2) OC := C ： +1 

3) 이 면 m = 足 이다. 


4) 


C 


r+\ 


c r 


m-r 
r +1 


3. 計 1 개의 원소로 된 모임 {이，幻，이，…， a n ， b ) 에서 소+1개씩 뽑아서 만든 
조합의 총 수 을 b 를 포함하는 조합의 총 수와 b 를 포함하지 않는 조합의 총 

수를 따로 구하여 더하는 방법 으로 표시하여 라. 

4. 다음 같기 식 이 성 립 한다는것 을 증명하여 라. 


1 ) C ；+2 C ； + +C 


、ik+2 


c 


k+2 

n+2 


2 ) C ； +3 C ； + +3 C ； + +C 


yk +3 


c 


k+3 

n+3 


련 습 문 제 

1. 6 개의 원소로 된 모임 U ， b ， c ， d ， e ，/} 에서 4개씩 뽑은 조합을 다 써라. 

2 . 다음 같기식 에서 늘같기식 이 아닌것 을 지 적하여 라. 
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1) C := C :， ( m < n ) 


2) ( n +2) ( nn ) P n m = P:f ( m < n ) 


3) C : 


(m < n ) 


4) C ： 


m-\ 




(1< m < n ) 


다음것 을 계 산하여 라. (3-4) 


3. 1) C 


n-2 


2) C + C： 0 


3) C k : 네 


4. 1) 다+다+心+다。 2) C 5 1 + 2 C 5 2 + 3 C 5 3 + 4 C 5 4 + C 5 5 

5. 계 산을 하지 말고 다음 같기 식 이 옳다는것 을 증명 하여 라. 

1) C^+C^C^Cl+C^+Q 5 

2) C 유 + Cy + Cy + Cy = Cy + Cy + Cy + Cy 

6. 다음 같기식이 성립한다고 말할수 있는가? 


1) 다 0 = 戶 5 3 


3) C 


m+3 


c n 


2) C 3 m + C := C 노 


4) C n 

z rr 


-1 + c ::\ 


c: 


7. 다음 방정식을 풀어 라. 


1) 11 C 3 =24 C 


x+l 


3) 


5) 


\ P x y =272 
I 다 =136 

m 너 3 r 1 

丄 厂 3)—i 
^2x • ^2x 


2) P x 2 _ 2 + C x x ~ 2 = 101 
P x y + P /- 1 =10 

c ^ cr 1 =- 


4) 


6) C " : C 그 1 : 에 2 =3:5:5 


8. 2 C 은 +9 여 +12 C ;+5 Cf = 士/2 2 여 2 -1)(사 + 2)가 성립한다는것을 증명하여라. 

9. 20명의 병사와 3명의 사관이 있다. 3명의 병사와 1명의 사관으로 습격조를 조직 
하는 방법은 몇가지인가? 

10. 몇개의 단체 가 련맹전의 방법 으로 롱구경기 를 하려 고 한다. 경 기를 모두 36번 
한다면 몇개의 단체가 참가하겠는가? 

11. 15명으로 조직된 한 분조가 A , B , C 세 장소에 갈라져서 일하려고 한다. A 에는 
8명，묘에는 4명， C 에는 3명 배치한다면 배치하는 방법에는 몇가지 있겠는가? 

12 . 평면에 서로 다른 n 개의 점이 있다. 

1) 어느 세 점도 한 직선에 놓이지 않을 때 이 점들을 정점으로 하는 3각형을 
몇개 그릴수 있는가? 

2) 소개의 점이 한 직선에 놓일 때 이 직선의 소개의 점을 정점으로 하는 3각형을 
몇개 그릴수 있는가? 
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13. 원에 내접하는 10각형의 세 정점 을 맺 는 3각형가운데서 

1 ) 10각형과 두 변을 함께 가지는것은 몇개인가? 

2 ) 10각형 과 한 변을 함께 가지 는것 은 몇개 인가? 

3) 10각형 의 변을 가지 지 않는것 은 몇개 인가? 

14. 바른 6면체 의 정 점 들을 세 정 점 으로 하는 3각형 은 모두 몇개 인가? 그가운데서 
바른6면체의 면에 놓이지 않는것은 몇개인가? 

다음의 식이 성립한다는것을 증명하여라. 

(0 2 +(c:) 2 ^" + (c:) 2 =c 2 〜 


제3절. 2 마디공식 


적 야 + 하)0 + 6 2 )0 + & 3 )에서 a 3 서 2 서의 곁수들을 말하여라. 


일반적으로 


幻 



(증명) 수학적귀 납법 으로 증명 하자. 


자=1，2일 때 는 성 립한다. 

이제 n = 소일 때 성립한다고 가정하고 n = 奸1일 때에도 성립한다는것을 증 
명하자. 가정 에 의하여 


(次 + 마)0 + 公 2 ) • • • O + b k \a + b k+l ) = 


= [ a k +(b + … + 6 ) a k ~ l +{bb + … + 6 b ) a k ~ 2 
1 k 12 k-\ k 


+ •••+6 


' b k^ a + \ 


= a k+l + (b H - b ) a k + ( 公 公 H - h 公 公 ) a k ~ 1 H - \-b .••公 a 

l k l 2 k-\ k l k 
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+ a 公니+^+… + 公足)公 公足 +i + … + 公 i …公足公足 +i 

= 公소 +1 + ( 하 + … + ~ + b k+l )a k + (b x b 2 + • • • + b k _ x b k + b x b k+l + … + b k b k+l )a k ^ 1 

+ … + b 广 .b k b k+l 

따라서 n = 사 ^1 인 경 우에 도 성 립한다. 

그러므로 주어 진 식은 임의의 자연수 ^에 대 하여 성 립한다. 

우의 식에서 매개 마디의 결수를 얻는 방법을 말하여라. 

우의 식에서 하 = Z? 2 =••• =、=스 라고 놓으면 다음의 공식을 얻는다. 


(a+b) n =a n +C l n a nA b+C 2 n ， 2 Z， 2 +...+ C;Z ， +...+Z ， 


이 공식을 뉴톤의 2마디공식(간단히 2마디공식)이 라고 부론다. 

이 전개 식 의 r+1 번째 마디 C r n a n - r b r 을 일반마디라고 부르며 매 결 수 

c :， c ： 9 c 2 n , c :， c :- 1 ， C ： 

을 2마디결수라고 부론다. 

례 1: ) (x+2) (x~5) Oc +6) 을 전개 하여 라. 

(풀이) (x+2) (x-5) (x+6)=x 3 +(2-5+6)x 2 + [2 • (-5)+2 • 6+(-5) • 6]x 

+2 • (_5) • 6 =x 3 + 3x 2 - 2 8x~ 60 

aTT ) 다음 식을 전개하여 라. 

1) (a+Z?) 4 2) ( 、 a-b) 5 

(■[) 1) M ) A = C ° 4 a 4 + C \ a 3 b + C 2 4 a 2 b 2 + C 3 4 ab 3 + C 4 4 b 4 
= a A + Aa 3 b + 6 a 2 b 2 + Aab 3 + b A 

2) (a-b) 5 =[a + (-b)] 5 = C 5 °a 5 + c\a {-b) + c]a {-bf 

+ C 3 5 a 2 (-b) 3 +C^a(-b) 4 +C 5 5 (-b) 5 
= a 5 _ 5a 4 公 + 10a 3 公 2 - I0a 2 b 3 + 5ab 4 _ 公 5 

aTT ) (3； c +2>；) 6 을 전개하여라. 

(SOD (3 x + 2 y ) 6 = C ° 6 (3 x ) 6 + C x 6 (3 x ) 5 (2 y ) + C 6 2 (3 x ) 4 (2 y ) 2 + C 6 3 (3 x ) 3 (2 y ) 3 

+ C : (3 x ) 2 (2 y ) 4 + Cl (?> x )(2 y ) 5 + C 6 6 (2必 6 
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= 129 x 6 +2916 가 + 4860 가 2 +4320 바 3 +2160?/ 
+ 576 x / +64/ 


문 제 

1 . {a + b x ){a + b 2 )(a + Z? 3 )(a + Z ? 4 ) 를 전개 하여 라 . 

2. (3 rl ) 5 을 전개하여 라. 

3 i + 1 을 전개하여라. 

I 2 x ) 

4. (l + V^) 4 +( l - V ^) 4 ' i - 전개 하여 라. 

2 마디 공식 으로부터 다음의 식 들이 성 립한다. 

i 0 c>c 스 +". + c: =r 

사실 공식 에 서 a = l f 6=1이 라고 놓으면 1°이 얻어 진다. 
2° C 卜 Cl+C 卜… + (- l ” C :=0 
2 마디공식 으로부터 곁 수들은 다음과 같은 도식 에 따른다. 



이 형태를 파스칼3각형이라고 부른다. 

( x 2 --) 의 전개식에서 /의 곁수와 가운데마디를 구하여라. 
V ᄌ； 

(■이) 전개식의 일반마디는 

c r (x 2 ) 9 ^ r (--) r =(-iyc r x ls ~ 3r 

9 JC 9 
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이 식에서 /의 결수를 구하려면 


18_3r=9 

즉 r=3 을 취 한다. 

그러므로 /의 곁수는 


(-i) 3 c 9 3 


9x8x7 
一 3 !一 


-84 


다음으로 이 전개식의 마디수는 10이므로 가운데마디는 다섯째 마디와 
여섯째 마디이다. 

그러므로 우에서 얻은 전개식의 일반마디에서 r =4， r =5 로 놓으면 다섯째 
마디는 

(-1) 4 C 9 4 jc 6 =126? 

여섯째 마디는 


(-1) 5 C 9 V =-126x 3 


문 제 


1. -36 2 ) 11 의 전개식에서 여섯째 마디를 구하여라. 

/ 1 A 8 

2. a + 一 의 전개식에서 ^ 를 포함하지 않는 마디를 구하여라. 

V 公 J 

f , \io 

3. 2 x —— 의 전개식에서 ; c 4 마디의 곁수를 구하여라. 

V 

4. 1 + 2 C 스 +2 2 C 은 +... + 2” C ; =3” 을 증명하여라. 

5. 1 + 5 C 스 +5 2 C 용 +... + 5” C ; =6”을 증명하여라. 

6. 2마디 공식 을 수학적 귀 납법 으로 증명하여 라. 


련습 문제 

1. 다음 식 을 전개하여 라. 
1) (x + 3) 5 


/ \ 5 

2) 즈-츠 
U x ) 
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2. 다음 식을 계산하여라. 



2 ) 


/ 

2^[x 

V 



2、「c 



3. (2 ᅱ -36 2 ᅮ 의 전개 식 에서 세번째 마디 를 구하여 라. 


4. 


f 

lx 1 

V 



의 전개식에서 났의 마디를 구하여라. 


5. \[ x --^ j =^ 의 전개 식 에서 义가 들어있지 않는 마디 를 구하여 라. 

6. (1 + 々의 전개식에서 넷째 마디와 여섯째 마디의 곁수가 같다. 을 구하여라. 


f 1 、 

3 x 2 ——- 의 전개 식 이 상수마디를 포함하게 되는 정의 옹근수 n 의 최소값과 
、 2x 3 J 

그때의 상수마디를 구하여 라. 


f 1 V 

8. 3 x 2 ——- 의 전개식에서 일반마디와 가운데마디를 구하여라. 

I 2x 2 J 

9. (2 + ᅬ 1 ᄋ의 전개식에서 가장 큰 결수를 가지는 마디를 구하여라. 

10. 江 + 2 少)( 2 ' + 乂) 2 江 + ;；) 5 의 전개식에서 모든 곁수들의 합을 구하여라. 

11. ( n/I + 2) 5 의 전개식에서 두번째 마디의 값이 1 000보다 크게 되는 의 범위를 
구하여 라. 


복습 문제 


1. 1부터 9까지 의 수자를 써 서 같은 수자가 거 듭 들어가지 않는 네 자리 홀수를 몇 개 
만들수 있는가? 

2. 7명의 학생을 나란히 세우는 방법은 몇가지 있는가? 키가 가장 큰 학생이 끝에 
있도륵 나란히 세우는 방법은 몇가지인가? 
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3. “ + & + d 1() 의 전개식에서 乂마디의 곁수를 구하여라. 

4. 수자 0，1，2，3을 가지고 5자리수를 몇개나 만들수 있는가? 


5. 최우등생 10명과 우등생 6명가운데서 각각 3명씩 뽑는 방법은 몇가지 있는가? 

6. 10명 의 학생 을 3개 의 호실 A, B, C 에 배 치하려 고 한다. 


1) A 에 4명， B , C 에 각각 3명 씩 배 치하는 방법 은 몇 가지 있는가? 

2) 지적된 한 학생을 A 에 배치하고 나머지 9명을 A , B , C 에 각각 3명씩 
배 치 하는 방법 은 몇 가지 인 가? 

7. 어 떤 소조에 10명 의 학생 이 있는데 그가운데 서 3명 이 녀학생 이 다. 2명 의 대 표를 
선출하려 고 한다. 적 어도 1명 이 녀학생 이 되 게 하는 선출방법 은 몇 가지 인가? 

8. 서로 다른 2 n 개의 원소에서 n 개씩 뽑은 조합가운데서 지적된 한 원소를 포함하는 
조합의 수와 포함하지 않는 조합의 수는 같다는것 을 증명하여 라. 

9. 다음 같기식 에서 늘같기식 이 아닌것을 찾아라. 

1) C := C :， ( m < n ) 

2) {n + 2 ){n + \) P ： = P ：； 2 2 { m < n ) 

3) C ； = C：_ x + C ；.- 1 (\< m < n ) 

10. 세계축구선수권대회 본선경기에는 32 개 림 이 참가하여 먼저 4개 림씩 8개 조로 
나누어 조별 련맹전을 하고 매 조에 서 1등과 2등을 한 림 이 모여 서 승자전의 
방법 으로 1등과 2등，3등과 4등을 결정한다. 매 선수권대회에서 는 총 몇번의 
경기를 하는가? 

11. 다음 식의 전개식에서 모든 곁수들의 합을 구하여라. 

{2x-y ) 5 Oc+2 少 ) 2 (x+j) 

12. 다음 공식 을 증명하여 라. 

1 ) c;=c;_ 1+ c;_1 + c;： 3 2 +- + c：_ r 

2) C::;=C:+C:_ 1 +C :_ 2 +〜 + C:+ 사 ^^ 


13. 



— 1 의 전개식에서 
2x J 


•x 3 의 곁수를 구하여라. 


/ 1 Y 

14. x + — 의 전개식이 상수마디를 포함한다는것을 증명하고 이때의 상수마디 



를 구하여 라. 
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계 6 장. 행 령과 련 럼 방정겨 



해 령 시 


련립 1 자방정식 
















제 1 절. 행렬과그산법 


1.행렬 

變®©銳 1. 다음의 표는 물질 h 2 ， co , co 2 , h 2 o , h 2 co 3 들에 들어 
있는 수소 ( H ) , 탄소 ( C ) , 산소 (◦) 의 개수를 표시한것 이 

다. 

^2 0 0 2 2 ^ 

0 110 1 표 1 

v 0 1 2 1 3 y 

(1) 이 표에서 가로줄의 수들은 무엇을 의미하는가를 말하여라. 

(2) 이 표에서 세 로줄의 수들은 무엇을 의미 하는가를 말하여 라. 

2. 다음의 표는 세 종류의 집 짐승먹 이 X ， Y , Z 들에 포함되 여있는 
비 타민 A , B , C 들의 량을 표시한것 이 다. 


⑴ 

⑵ 


/ \ 


X 

Y 

Z 

1 

1 

1 

X 

Y 

Z 

2 

2 

2 

X 

Y 

Z 

、 3 

3 

37 


표 2 


이 표를 보고 먹 이 표에 포함되 여있는 비 타민들의 총량을 구 
하여 라. 

이 표를 보고 먹 이 X , Y , 고들에 포함되 여있는 비 타민 B 의 총 
량을 구하여라. 


행렬은 량를의 호상관계를 표시하는데 리용된다. 
mxn 7\\ o \ 수들로 m 개의 가로줄과 «개의 세로줄의 사귐점들에 배렬 
한 직 4 각형모양의 표를 ( m ， 사) 형행렬이라고 부론다. 


행렬에서 가로줄을 행，세로줄을 렬이라고 부론다. 행렬에 들어있는 매개 수를 그 
행렬의 원소라고 부론다. 행과 렬의 개수가 같은 행렬을 바른행렬이라고 부르며 
U ， n ) 형 바른행 렬을 ^차행렬이라고 부론다. 

( m ， n ) 형행 렬을 다음과 같이 표시한다. 




a m 


\ 


A = 





또는 간단히 
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여기서 매 원소의 밑에 붙은 수들을 점수라고 부르는데 그것은 그 원소가 어느 
행，어느 렬의 원소인가를 표시한다. 

첫째 첨수는 행의 번호이고 둘째 첨수는 렬의 번호이다. 


례 표 1의 행렬은 3개의 행과 5개의 렬을 가지는 (3， 5) 형행렬이다. 표 1 
의 행렬은 원소 H , C , ◦들에 관한 물질 H 2 , CO , C 0 2 , H 2 0, 
h 2 co 3 들의 원자행렬이다. 

표 2의 행렬은 (3， 3) 형바른행렬 즉 3차행렬이다. 표 2의 행렬은 비타민 
A , B , ◦들에 관한 먹이 X , Y , Z 들의 먹이행렬이다. 


례 행 렬 


은 4개의 행과 1 개의 렬을 가지는 (4， 1) 형행렬이고 행렬 


(3 2 -5 0 1) 

은 1개의 행과 5개의 렬을 가지는 (1， 5) 형행렬이다. 






렬 


행의 


( m , 시 형 행 렬 



개수 렬의 개수 


갈은 형의 두 행렬 A 와 묘 에서 갈은 자리에 있는 원소들끼리 모두 갈을때 
두 행렬 A 와 B 는 같다고 말하고 이것을 A= B 로 표시한다. 


례 3^ 

’公 b 、 

_ 

r CO X 、 


、c d > 




<=> a = 0 ), 


b = x , c = y , d = z 


사 2 0 ᄉ 
,3 4 0 y 
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문 제 


1. 다음의 지적된 형의 행렬들을 써라. 

(3，1)，(1，3)，(2，3)，(3，2)，(2，2)，(3， 3) 

2. 다음 행렬들은 어떤 형의 행렬들인가? 


' 7、 

1) (4 7 2 -10) 2) 2 



r 1 

2 

-3、 


，-2 



' 2 

-1 

5 

3、 

4) 

-5 

3 

2 

5 ) 

1 

3 

6 ) 

3 

2 

0 

-4 


, o 

0 

oj 


V 4 

-0 


1-2 

0 

1 

2 , 


3. 다음 같기 식 이 성 립 하는 X ， y , u ， v 를 구하여 라. 


3) 


-13 4 2 
2-3 0 1 


1 ) 



2 ) 


느” 4 ᄉ 


^ 1 u - 3 v 、 

v 1 


、2 /u + v —5 ^ 


2. 행렬의 더하기 

려【 : j ) 세가지 종류의 제품 X ， Y，Z 를 생산하는 두 공장의 지난해 상반년도 
와 하반년도의 생산실적들은 다음 표와 같다. 

(상반년도) (하반년도) 




X 

Y 

Z 



X 

Y 

Z 

첫째 

공장 

35 

18 

26 

첫째 

공장 

32 

25 

30 

둘째 

공장 

40 

15 

23 

둘째 

공장 

45 

22 

25 


이때 두 공장의 지난해 생산실적들은 다음 표와 같다. 
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X 

Y 

Z 

첫째 

공장 

67 

43 

56 

둘째 

공장 

85 

37 

48 


이 표들을 행렬로 표시하면 다음과 같다. 


A = 


， 35 18 26、 


' 32 25 3(” 


( 67 43 56 ᄉ 


， B = 


， C — 


v 40 15 23 y 


v 45 22 25 y 


v 85 37 48 y 


여기서 행렬 C 는 행렬 A 와 B 에서 같은 자리에 있는 원소들끼리 더하여 
얻 어 진것 이 다. 

乂 


ᄉ 35+ 32 

18 + 25 

26 + 30、 


’67 

43 

56、 

,40 + 45 

15 + 22 

23 + 25 ; 


、 85 

37 

48 ; 


갈은 형의 두 행렬 A 와 B 에서 같 S 자리에 있는 원소들끼리 더하여 
업은 행렬을 두 행렬 A 와 B 의 합이라고 부르고 A + B 로 S 시한다. 


' a u a u 이广 

-L 


公 12 

b n 、 


" a u +b u 

a \2 + ^12 

a n 

V a 2\ a 22 a 23 J 


、 公 21 

公 22 

公 23, 


\ a 2\ + 公 21 

CL 22 1 요) 22 

a 23 + 公 23 j 



f 2 0 


r 1 0、 

례 2) A = 

3 -2 

， B = 

4 3 


、 5 一 1 " 


-2 4 

V ^ 다 J 


일 때 A + B 와 B + A 를 구하여 라. 


(■[) 



，2 1、 


， 1 0、 


’ 2 + 1 1 + 0 ᄉ 


' 3 1、 

A + B = 

3 -2 

+ 

4 3 

= 

3 + 4 (-2) + 3 

= 

7 1 


、 5 一 1 一 


-2 4 

V ) 


,5 + (-2) (- l ) + 4 y 


3 3 

V ^ 。 J 



r 1 0、 


(2 n 


ᄉ 1 + 2 

0 + 1 ᄉ 


( 3 P 

B + A = 

4 3 


3 -2 

= 

4 + 3 

3 + (-2) 

= 

7 1 


-2 4 

\ A ^ J 


、 5 一 1 " 


、(- 2) + 5 

4 + (-1 入 


3 3 

V ^ 
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문 제 


다음것을 계산하여 라. 
1) 


(3 이 

+ 

r-i 기 

U 4J 

〔3 1) 


2 ) 


+ 


2. 1) A = 


(2 n 


B = 


1 2 ^ 
2 


V 


시5 1 -3^ 

,3-7 0 y 

일 때 A + B 와 B + A 를 구하여 라. 


■3 

2 


j 


2 1、 
5 


2) 임의의 2차행 렬 A , 묘에 대 하여 A + B = B + A 가 성 립 한다는것을 증명하여 라. 


3. 1) A = 



’-1 0 3、 


"3 

4 -r 


， 4 

-1 

n 

A = 

、1 5 2 y 

, B = 

vl 

-2 3 y 

, o 

, -1 

3 

0 , 


일 때 


( A + B )+ C , A +( B + C ) 를 구하여라. 

2) 임의의 (2， 3) 형행 렬 A , B , C 에 대 하여 다음 같기식 이 성 립 한다는것 을 증명 
하여 라. 

( A + B )+ C = A +( B + C ) 


3. 행렬에 수를 곱하기 


두 종류의 먹이 X , 꾼들에 들어있는 비타민 A , B , C 들의 함량은 다음 
표와 같다. 



X 

Y 

A 

4 

3 

B 

3 

6 

C 

7 

4 


표 3 


먹 이생산공정을 현대화하여 이 먹 이들에 들어있는 비 타민들의 함량을 
평 균 V 2 X 높였 다면 주어 진 먹 이 들에 들어있는 비 타민들의 량은 다음 표 
와 같다. 



X 

Y 

A 

4.48 

3.36 

B 

3.36 

6.72 

C 

7.84 

4.48 


표 4 


표 3과 표 4를 행 렬로 표시하면 다음과 같다. 




3、 


ᄉ 4.48 

3.36、 

A = 

3 

6 

, B = 

3.36 

6.72 


J 

4 J 


、7.84 

4.48 y 


여기서 행렬 묘는 행렬 A 의 매개 원소에 1.12 를 곱하여 얻은것이다. 
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행렬 a 의 매개 원소에 수 m 급하여 얻은 행렬을 행렬 a 에 
수 m g 한 적이라고 부르고 이것을 aa 로 표시한다. 


/ 

a 

A = 


v 


c 


b 、 
d ) 


일 때 ytA = 先 


r a b 、 


r ka kb 、 

d) 


K kc kd ; 


( 1 2 가 


례 2 ) A = _1 0 일 때 


l : 

3 1 J 


( 1 2、 


(풀이) 3 A =3 

-1 0 

= 


l 3 



(- 2 )A 


3 A 와 (-2) A 를 계산하여 라. 


3 6、 
3 0 


9 3 

/ 





( 1 

2、 


2 

-4、 

(- 2) 

-1 

0 


2 

0 


v 3 

1 , 


「 6 

-2, 


(주의 ) 행 렬 A 에 수 一 (소 농 0) 을 곱할 때 

k 

한다. 


A 

~k 


로 쓰지 말고 반드시 一 A 로 써 야 

k 


행렬 A 에 수 - 1 를 곱한 행렬을 행렬 A 의 반대행렬이라고 
부르고 그것을 -A 로 표 A [한다. 


( 2 

레 3) A = ； 

5 


-1 

4 


3〉 


일 



때 


- A =(- l ) 


’2-1 3、 


，-1 1 -3^ 

「5 4 1 y 


V 5 -4 - l y 


행 렬 A 와 행 렬 B 의 반대행 렬의 합 A +(- B ) 를 A - B 로 표시한다. 


'a b 、 


r CO X s 


CL — co b _ X 、 

v c d y 


yy z ) 


、 c _ 少 d-z ) 
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，2 3、 


( 1 0、 

례 A = 

1 4 

, B = 

-1 3 


、o ij 


、 2 6 y 


때 


A - B ^ 2 B -3 A , B—B 를 계산하여 라. 



，2 3、 


r i 

0 、 


，2 -l 

3-0、 


M 3、 

(■[) A - B = 

1 4 

- 

-i 

3 


1 + 1 

4-3 

= 

2 1 


v0 


, 2 

6 y 


、0-2 



-2 -5 

V ^ J J 


2 B -3 A =2 


f 1 

이 


f 2 3 1 

-1 

3 

-3 

1 4 

v 2 

6 , 


v° 


， 2 

0 1 


r 6 

9 1 


r -4 

-9、 

-2 

6 

- 

3 

12 


-5 

- 6 

v 4 

12 , 


v0 

3, 


l 4 




r i 

0 、 


r i 

이 


r i-i 

0 -( 니 


( 0 

0 、 

B _ B = 

-i 

3 

- 

-i 

3 

= 

-i-(-i) 

3-3 

= 

0 

0 


、 2 

6 y 


, 2 

6 , 


l 2-2 

6 - 6 y 





이와 같이 모든 원소가 령 인 행렬을 령행렬이라고 부르고 그것을 글자 ◦로 표시 
한다. 


행렬 


0 0 0 
0 0 0 


은 (2, 3) 형령행렬이고 행렬 


0 0、 
o y 


은 2차령행렬이다. 


A 가 임 의 의 형 의 행 렬 이 고 ◦가 A 와 같은 형 의 령 행 렬 이 면 

A +0=0+ A=A 

가 성 립한다. 


또한 


A +(- A ) = (- A )+ A=Q 
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문 제 


1 . 



일 때 다음것을 계산하여라. 


1) 2 A 


2) C-i A 


3) OC -3 B 


4) B -2 C 5) -(A + B ) 6) -A + -B 

2 2 2 

2. A 와 B 가 모두 (3， 2) 형행렬들일 때 임의의 수 소에 대하여 yt ( A + B )= ytA + 소 B 가 성 
립한다는것 을 밝혀 라. 

3. A 가 임의의 행렬일 때 임의의 두수 소，£들에 대하여 


足(及 A ) = 及 ( kA 、)=( k H)A 

가 성 립 한다는것을 밝혀 라. 


4. 행렬의 곱하기 

례 그》 두 종류의 제 품 M , N 을 하나씩 생 산하는데 필요한 자재 표와 꾼의 량은 
표 5에서와 같고 X , 구를 한 단위씩 생산하는데 필요한 원료 a ， b ， c 의 
량은 표 6에서와 같다. 



X 

Y 


a 

b 

c 

M 

5 

3 

X 

2 

1 

7 

N 

4 

6 

Y 

8 

3 

9 


표 5 표 6 

제품 M , N 들을 하나씩 생산하는데 필요한 원료 이 b ， (:의 량을 구하자. 


A= R= 

U 6 )' U 3 9) 

1 M =5 X +3 Y , 1 X =2 a + b +7 c ， 1 N =4 X +6 Y , 1 Y =8 a +3 b +9 c 

와 같이 표시하면 

1 M =5 (2 a + b +7 c )+3 (8 a +3 b +9 c ) 

1 N =4 (2 a + b +7 c )+6 (8 a +3 b +9 c ) 

乂 

1 M =(5 • 2+3 • 8) a +(5 • 1+3 • 3) 6+(5 • 7+3 • 9) c 
1 N = (4 • 2+6 • 8) 公 +(4 • 1+6 • 3) Z ?+(4 • 7+6 • 9) c 

이 리하여 제 품 M , N 을 하나씩 생 산하는데 필요한 원료 이 b ，c 들의 
량은 다음 표와 같다. 
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a 

b 

c 


M 

34 

14 

62 

표 7 

N 

56 

22 

82 



이제 

( 34 14 62) 

O 

^56 22 82 J 

로 놓고 행 렬 C 가 행 렬 A , B 에 의하여 어 떤 방법 으로 얻 어 졌는가를 보 
자. 


C u =34=5 -2+3-8 

에서 첫째 인수들은 행 렬 A 의 1행 (5 3) 의 원소들이고 둘째 인수들은 
행 렬 묘의 1렬 의 원소들이다. 

C 21 =56=4 -2+6-8 

에서 첫째 인수들은 행 렬 A 의 2행 (4 6) 의 원소들이고 둘째 인수들 은 
행 렬 묘의 1렬 의 원소들이다. 

W 

C 23 =82=4 • 7+6 • 9에 서 

첫째 인수들은 행 렬 A 의 2행 (4 6) 의 원소들이고 둘째 인수들은 행 렬 B 
의 3렬 |刀의 원소들。1다. 


이와 마찬가지 로 행렬 C 의 원소 는 행 렬 A 의 i 째 행의 원소들과 행 


렬 묘의 y 째 렬의 원소들을 차례로 하나씩 

2 

c n = a i) Ij+ a i2 b 2 j = ^Ji ik b kj 


7 = 1 


더 한 합과 같다. 
2 


乂 



( m , 。형행렬 A 와 (' 시형행렬 요에 대 5 KM 행렬 A 의 /째 행의 원소들 
과 행렬 묘의 ) 째 렬의 원소들을 차례로 급하여 더한 합 c " 를 원소로 하는 
( m , 시형행렬 C 를 두 행렬 A 와 묘의 적이라고 부르고 AB 로 표시한다. 


C=AB 

C ij = a iAj + a i2 b 2j + … + a is b sj = Z a ik b kj 


i = 1, 2, …, m 
j = l 2, …, n 


행렬의 곱하기는 첫째 행렬의 렬의 개수와 둘째 행렬의 행의 개수가 같은 경우에만 
할수 있다. 
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( m , s ) 형 행 렬 X ( s ， n ) 형 행 렬 


= ( m , 시형행 렬 



f \ 

P 


V 


r pa pb pc 、 

례 2=) (a b c ) 

q 

= {ap + bq + cr ), 

q 

(a b c ) = 

qa qb qc 


r 

\ J 


r 

\ J 


、ra rb rc y 


례 3) 

( 1 ᄀ 

(4 2 -6] 

^1-4 + 5-1 

1.2 + 5.5 

1-(-6)+5-(-3) 、 

-4 2 

ll 5-3 j = 

(_4).4 + 2-1 (-4).2 + 2-5 

(-4). (-6)+ 2-(-3) 


、 3 6 y 

^3-4 + 6 -l 

3-2 + 6-5 

3-(-6)+ 6-(-3) y 


9 27 -21、 

-14 2 18 

18 36 -36 y 


행 렬의 곱하기 에 서 는 일 반적 으로 바꿈법 칙 이 성 립하지 않는다. 


A = 




0、 

0, 



사일 때 

oj 


AB = 

BA = 



0 、 

사 ) 

자 

/ 

' 1-0 + 0-1 

1.1 + 0.0 ^ 


^0 

n 



vl 

0 v 


0-0 + 0-1 

0.1 + 0 •(시 



0 , 



f \ 

0 、 


’ 0.1 + 1.0 

0.0 + 1 . 0 、 



0 、 

,1 

0 , 

,0 

Oy 


、 l.l + 0.0 

1-0 + 0 . o y 


.1 

0 , 


즉 AB 부 BA 


문 제 


1. 다음 행 렬들의 적 을 구하여 라. (곱하기 가 가능하면) 





r -2^ 

1) (2 3 4) 

1 

、 5 y 

2) 

i 

、 5 y 


(2 3 4) 
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ᄀ 일 때 다음것을 계산하여 라. 

V 


1) ( A + B)C 2) AC+BC 3) ( AB)C 4) A ( BC ) 


’1 2 3、 

3. A = 0 -3 -6 일 때 A 2 ， A 3 , A 4 을 계산하여라. 

IO 2 4 J 

여 기서 A w 은 A 를 ^번 곱한것 이 다. 


5. 1 자변환 

몇가지 이동의 이동식들을 보자. 


) 직각자리표계가 정해진 평면에서 벡 
토르 2 = { u , v } 에 의 한 평 행 이동 
&의 이동식을 구하자. 

평면의 임의의 점 M ( x , _ y ) 에 대하여 
/금: M ( x , 少)— Mi (지， yi ) 

라고 하면 



165 



































OM l =OM + MM = OM + a 


OM = {x,y}, OM i = {x , 시 } 


따라서 


이것은 


지 = x + u 
1 少 i 아 + v 

평행이동 / 5 의 이동식이다. 


례 2= ^) 회 전중심 이 자리표원점 ◦이 고 회 전각이 
分인 회전이동 /ᄅ의 이동식을 구하자. 

그림 6-2 에서 보는바와 같이 
OM = OMj = 厂, ZxOM = a 
라고 하면 

fx = rcosa [x x = rcos(a + 0) 

[y = r sin a [j；! = r sin (幻 f + 0) 



그림 6-2 


따•라써 

Xj = r cos a cos O-rsina sin 6 = 'cos 分一 y sin 分 
y x = r sin a cos 6 + r cos asin0 = y cos 0-\-x sin 0 
ᄌ \x x = xco^O - y^mO 

= x^md + y cos 0 

이것 이 회전이동 / ᄅ의 이동식 이다. 


«i, b u c u a 2 , b 2 , c 2 가 싱^일 때 직각天 E [표계가 정해진 
평면에서 점 Mix, j) 을 식 

[x x = a x x + b x y + c x 
Vi =a 2 x + b 2 y + c 2 


에 의하여 결정되는 점 MiUi , 기)로 옮기는 변환을 1 차변환 
(또는선형변환)이라고 부른다. 


여기서 


a x 

公 2 


K 


부 0 


행렬 

r a x t 、、 
、幻느 公2 y 


을 1차변환의 행렬이라고 부론다. 
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평행이동과 회전이동은 1차변환들이고 행렬은 각각 다음과 같다. 


0 、 


’cos 6 - sin G 、 

、0 1 ; 


、 sin 0 cos 6 ; 


문 제 

1 . 자리표계가 정해진 평면에서 축대칭이동의 변환식과 변환행렬을 구하여라. 

2 . 자리 표계 가 정 해 진 평 면에서 중심닮음변환의 변환식 과 변환행 렬을 구하여 라. 

3. 자리표계가 정해진 평면에서 점 A (0, 0), B ( l , 0), C (- l , 1) 들을 각각 점 

Ai(-1, 1), Bi(-3, 0) ， Ci(0, -1) 

들로 옮기는 1차변환의 변환식과 변환행렬을 구하여 라. 

變®©斑 평행이동을 거듭한것은 1차변환인가? 


례 3= > 죽에 관한 대 칭 이 동 에 회 전중심 이 자리 표원점 이 고 회 전각이 f 인 

회전이 동 스 를 거듭하자. 이것을 스 。 / x 로 표시하자. 

2 " 2 " 

JC 축에 관한 대 칭 이 동 의 변환식 은 

(x l = X 

1 少 1 = -y 

회전이동 入의 변환식은 

I U 야 

따라서 /^乂/；에 의하여 점 M ( x , 기) 은 점 M\y, x) ᅱ 로 옮겨 진 다. 
즉 은 직 선 기아에 관한 대 칭 이 동이 고 변환행 렬 은 

(0 사 

、1 0, 

즉 변환행렬은 회전이동 /;의 변환행렬과 대칭이동 /;의 변환행렬의 적 
과 같다. 


"o -r 

fl 

이 


ro n 



-1J 


、1 0, 
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문 제 


1. X 죽에 관한 죽대징 이동에 죽에 관한 죽대징 이동을 거 듭한것 은 1차변환인가? 

2. 두 중심닮음변환 ( k u 0)， ( k 2 , 0) 을 거듭한것은 1차변환인가? 


련습 문제 


다음의 같기식 에 맞는 


ᄌ，少 ， u , 


V 의 값을 구하여라. 


1) 

2. 행렬 


1 x + y 
x-y u 



， 2v 1 、 


^ u + v u _v 、 


，1 2 、 


、 3u _ 5^ 




4, 



" 3 

2 

0、 


，-1 2 

3 " 


ri 

-5 -3、 

A = 

-1 

0 

3 

， B = 

2 5 

-2 

， o 

4 

-2 3 


,2 

-3 

0 


1 

3, 


v 1 

2 -I 


에 대하여 다음 계산을 하여 라. 

1) A + B-C 2) 2 A +3 B 3) 3 B -4 C 


일 때 AB—BA 를 계산하여라. 



ri 

2 

3、 


ri 

2 

이 

3. A = 

3 

2 

1 

， B= 

2 

1 -1 


v 1 

3 

2 , 



1 

2j 


4. 다음의 행렬의 적을 구하여라. 


1) 


，3 

-1 

2、 


f 2 

n 


，3 

1 

n 


ri 

1 

-n 

5 

0 

3 


-1 

2 

2) 

2 

1 

2 


2 

-1 1 

v 1 

-2 




4 , 


v 1 

2 



V 1 

0 

0 


5. A = 


1 2、 

-3 -1 


, B = 


■2 4〉 


4 


일 때 다음 같기 식 이 성 립 하는가? 
( A + B ) ( A - B ) = A 2 - B 2 
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여 기서 A 2 , B 2 은 각각 AA , BB 를 표시한것 이 다. 
































6. 직각자리표계가 정해진 평면에서 Zxqy 의 2등분선 J2 에 관한 축대칭이동/ £ 의 변 
환식과 변환행렬을 구하여라. 

7. 직각자리표계가 정해진 평면의 임의의 점 보에서 x 축에 그은 수직선의 밑점을 
M 0 이 라고 하고 선분 MM 0 의 가운데점 을 Mi 이 라고 하자. 이때 평 면의 임의의 점 
M(x, j；) 를 Mi(xi, 此)로 옮기는 1차변환의 변환식과 변환행렬을 구하여라. 

8. 1차변환들을 거 듭한것 은 1차변환이 라는것 을 증명하여 라. 


# 구 


1 . 련립 1 차방정식 

a x x + b x y + c x z = p 
< a 2 x + b 2 y + c 2 z = q 
a 3 x-\-b 3 y-\-c 3 z = r 


은 행렬의 급하기를 리용하여 다음과 같이 표시할수 있다. 

AX=B 


여기서 



/ 7 \ 

a x b x c 1 


’ ᄌ、 



A = 

(兄之 ^2 ^2 

、幻 f 3 b 3 c 3 y 

， x = 

少 

， B = 

q 

v r y 


0 政은 주어진 련■{방정식을 푼다^은 행렬 X 를 구한다^을 의 □ [한다. 
이려한 행렬 표가 존재하자면 행렬 A 에 대하여 어떤 조21이 성립해야 하는가? 
2. 임의의 두 /! 자행렬 A, 묘 에 대하여 같기식 

(A+B ， =tc‘Af 

z=0 

가 성 ■! 하자면 어떤 조건이 있어야 하는가? 
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1. 3 자행렬식 


제 2 절. 행 렬 식 


련립1차방정식 

a x x + b x y + c x z = p 
< a 2 x + b 2 y + c 2 z = q 
a 3 x -\- b 3 y -\- c 3 z = r 

을 쉽게 푸는데서 곁수들로 만든 표시 


가 많이 리용된다. 

행 렬식의 계 산규칙 을 그림 으로 그려보면 다음과 같다. 



a 2 b 3 c x 

-^ A c 3 

a 3 b { c 2 


石 「) 다음 3차행렬식을 계산하여라. 


D: 


3 0-2 

2 1 3 

-2 3 1 


9 개의 수 이， 公” q ， a 2 , 公 2 ， c 2 ， a 3 , 公 3 ， c 3 들로 만든 표人 [ 


: 幻나)2(느 + ^2^3^! + 公3公 1 O 2 — 公3公 2(:1 — 公 i 公3(。— 幻느公 iO 3 


를 3 자행렬식이라고 부론다. 


cl C2 C3 
&2 63 

2 3 

a 公公 


cl c 2 c 3 
62 63 

7^1 2 3 
a 公公 
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(#0[) D = 3-M+ 2-3-(-2)+ (-2)-0-3-(-2)-1.(-2)-2.0-1-3-3-3 = -40 


문 제 

다음 3 차행렬식들을 계산하여라. 



1 1 

1 


2 1 4 

3 

-5 

1 

1) 

1 2 

3 

2) 

5-2 1 3) 

2 

3 

- 6 


2 3 

-4 


1 4 3 

-7 

2 

4 



2 

3 

4 


0 

1 

0 


a 

b c 

4) 

5 

-1 

2 

5) 

1 

1 + 幻 f 

1 

6) 

0 

d e 


1 

-2 

3 


1 

1 

1 — u 


0 

o f 


2. 행렬식의 성질 


행렬식을 간단히 계산할수 있는 방법을 찾기 위하여 행렬식이 어떤 성질을 가지 
는가를 살펴보자. 

행렬식 

a x b x c x 
D= a 2 b 2 c 2 

公 3 b 3 c 3 

의 매 행이 그 원소들의 순서는 보존하면서 같은 번호를 가지는 렬이 되게 행렬식을 
변형하면 다음과 같은 행 렬식 이 나온다. 

Cl 으 Cl 근 

Di = b x b 2 公 3 

C l C 2 C 3 


행렬식을 이와 같이 변형 하는것을 행렬식을 전위한다고 말한다. 

행 렬식을 전위 하면 그 값이 어떻게 되겠는가를 보자. 

D 의 마디 a 2 b 3 q 는 어의 마디 로도 되 는데 D 에 서 도 《 +》부호를 가지 고 어에 서 
도 《 +》부호를 가전다. 또한 D 의 마디 aj ) 3 c 2 은 어의 마디로도 되는데 D 에서도 

《-〉〉부호를 가지고 어에서도《-〉〉부호를 가전다. 다른 마디들에 대해서도 D 와 Di 
에서 득같은 부호들을 가진다는것을 알수 있다. 
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그러므로 


D=D 


_ Q 

n 

[성질 1] 행렬식은 전위하여도 그 값이 변하지 않는다. 


성질 1) 에 의하여 행렬식의 행에 대하여 성립하는 모든 성질들은 렬에 대하여 
성 립 하고 거꾸로 렬 에 대 하여 성 립하는 모든 성 질들은 행 에 대 하여 성 립한다. 
그러므로 앞으로는 행 에 대하여서만 고찰한다. 


행렬식 D 에서 임의의 두 행을 바꾸어놓은 행렬식을 D 2 라고 하자. 
례컨대 


a x b x 
幻느 公 3 
a 2 b 2 


c i 

c 3 

c 2 


라고 하자. 


D 의 마디 aj ? 此은 D 2 의 마디로도 되지만 D 에서는《 +》부호를 가지고 D 2 에서 


는 《-》부호를 가전다. 또한 D 의 마디 나此은 D 2 의 마디로도 되지만 D 에서는 
《-〉〉부호를 가지고 D 2 에서는《 +》부호를 가전다. 

다른 마디들에 대해서도 D 와 D 2 에서 서로 다른 부호들을 가진다는것을 알수 있다. 

그러므로 d 2 =-d 


_ ■ 

X | 

[성질 2] 행렬식에서 두 행을 서로 바꾸면 행렬식의 값은 부호만 변한다. 


문 제 

1. 행렬식에서 한 행 (렬)의 모든 원소가 령이면 그 행렬식의 값은 어떻게 되겠는가? 

2. 행렬식에서 행 (렬)들의 순서를 거꾸로 고치면 그 행렬식의 값은 어떻게 되겠는가? 

3. 행렬식에서 두 행 (렬)이 같으면 행렬식의 값은 어떻게 되는가? 


[성질 3] 행렬식에서 임의의 한 행의 모든 원소들을 쇼배 하면 그 
행렬식의 값은 주어진 행렬식값의 A 배로 된다. 


례컨대 


ka 2 


b i 

kb 2 


k a x b 2 -k a 2 b x = k {a x b 2 



b 2 
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성질 3은 행렬식에서 임의의 행의 모든 원소들의 공통인수를 행렬식기호밖으로 
내보낼수 있다는것을 보여준다. 


aij 다음 행렬식을 계산하여라. 


D = 


2-17 

3 5-4 

4 -2 14 



2 

-1 

7 


2 

-1 7 


(_ D = 

3 

5 

-4 

= 2. 

3 

5 -4 

= 2.0 = 0 


2-2 

2 -(-1) 

2.7 


2 

-1 7 



(瓦 


[성질 4 ] 두 행렬식에서 갈은 번호의 한 행만 다르고 다른 행들은 모두 
갈으면 그 합은 하나의 행렬식으로 쓸수 있다. 


레. 


a x b x c x 


a x b x c 1 


a x b x c l 

公 2 b 2 c 2 

+ 

a 2 b r 2 c ’ 2 

= 

a 2 + a 2 b 2 + b r 2 c 2 + c \ 

公 3 b 3 c 3 


CL ^ 1)2 C3 


次 3 b 3 c 3 


례컨대 


Cl^ Cl 오 

b x b 2 


+ 


Cl i Cl n 


C l C 2 


: ( a x b 2 - a 2 b l ) + ( a x c 2 - a 2 c x ) = a x ( b 2 + c 2 ) - a 2 { b x + c x ) 


Cl 2 

식 + 스 2 + ^2 


문 제 


1 . 행렬식에서 모든 원소의 부호를 반대로 바꾸면 행렬식의 값은 어떻게 되겠는가? 

2 . 행렬식에서 두 행 (렬)이 비례하면 그 행렬식의 값은 어떻게 되겠는가? 





X 

[성질 5 ] 행렬식에서 임의의 한 행의 모든 원소에 임의의 수 k 
론 행의 대응하는 원소들에 각각 더하여도 행렬식의 
않는다. 

■ 급 ■ 다 
값은 변^[지 





이 성질은 성질 3，4들로부터 나온다. 
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aTT ) 다음 행렬식을 계산하여라. 


(풀이) 성 질 3，5에 의하여 


a x 

하 

c l 

1 

a x 


c l 

1 

a 1 

b \ 

c \ 

公 2 

b 2 

C 2 

丄 

_ 2 

公 2 

b 2 

C 2 

丄 

+ 一 
2 

公 2 

b 2 

C 2 

幻나 + (나 公1 + 公2 1 

^ +C 2 

a l 

마 

C 1 

公 2 

b 2 

C 2 


4.0 난 .0 = 0 
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D 


0 1 1 
1 0 1 
1 1 0 


S 행 에 나머 지 모든 행 들을 더하면 성 질 5에 의하여 



2 

2 

2 


1 

1 

1 

D= 

1 

0 

1 

= 2. 

1 

0 

1 


1 

1 

0 


1 

1 

0 


마지막행렬식의 첫 행에 -1 을 곱하여 나머지행들에 각각 더해주면 행렬식 
의 성 질 5에 의하여 


D=2. 


0-10 
0 0-1 


2.1 = 2 


) 


다음 행렬식을 계산하여라. 


1 2 
c C 




2 

公 




公 


2 


公 

1 2 - 

公公+ 
公1 


2 


D 




D 

례 



























문 제 

1. 행렬식들을 행렬식의 성질을 리용하여 계산하여라 . 



1 1 1 


3 

2 

2 


X 1 1 

1) 

-1 1 2 

2) 

2 

3 

2 

3) 

1x1 


-1 1 3 


2 

2 

3 


1 1 X 



a 

X 

X 


a 

b 

c 

4) 

X 

b 

X 

5) 

b 

c 

a 


X 

X 

c 


c 

a 

b 


2. 성 질 5 를 증명하여 라 . 


련습 문제 


1. 다음 행렬식들을 계산하여라 . 



1 -3 5 


2 5-3 


4 3 1 

1) 

-3 6 9 

4-2 0 

2) 

-13 2 

4 7-6 

3) 

6 -4 -3 

-15 7 


2. 다음 행렬식들을 행렬식의 성질을 리용하여 계산하여라 . 



1 

1 

1 


公 

abc 

公 2 


1 

公 

公 2 

1) 

— X 

X 

0 

2) 

b 

abc 

b 2 

3) 

1 

b 

b 2 


— X 

0 

X 


c 

abc 

c 2 


1 

c 

c 2 


4) 


X X 2 X 3 

1 1 1 


1 

5) a x 


a 2 - 公 2 


1 

公 丄 - 1)! 
次 2 


1 

a x 

公 2 


3. x 를 구하여라 . 

x 2 9 16 
jc 3 4 =0 

1 1 1 
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행렬식 


을 련립1차방정식의 결수행렬식이라고 부론다. 


a l b 2 c 3 + a 2 b 3 c x + a 3 b x c 2 - a 3 b 2 c x - a 2 b l c 3 - a l b 3 c 2 


a l (b 2 c 3 -b,c 2 ) + a 2 (b 3 c l -b l c 3 )-\ - a 3 (b l c 2 -b 2 c x ) 


4. 다음 같기식 들을 증명하여 라. 



자 + 3 \ 

少 1 + 자 

자 + x x 


자 

少 1 

자 

1 ) 

公 1 + 少2 

少2 +Z 2 

z 2 + ^2 

= 2 - 

ᄌ2 

少2 

Z 2 


저 ”3 

此 + z 3 

z 3 + x 3 


x 3 

少3 

z 3 


2 ) 


(a - b)(a - c){b - c)(x - y) 

(a + x)(b + x)(a + y)(b + y)(c + x)(c + y) 


제 3 절. 련립 1 차방정식 


련립세변수1 차방정식 


a x x + b x y + c x z = 

P 

① 

a 2 x + b 2 y + c 2 z - 

~-q 

② 

a 3 x-\-b 3 y + c 3 z = 

: r 

③ 


을 련립두변수1차방정 식과 같이 행 렬식 에 의하여 푸는 방법을 보 7 


公2 C 2 

公3 C 3 


+ 公2 


이 b x 
c 3 b 3 


+ 公3 


\ C X 

公2 C 2 


a + x a + y 

1 1 


b + x 

1 

C + X 


a + y 

1 

c + y 


12 3 

c c c 
61 62 63 

12 3 

公公 公 


cl c 2 c 3 
62 63 

7^1 2 3 
a 公公 


176 


— CL^ 




























따라서 


로 놓으면 


b l c l 

公2 C 2 

b 3 C 3 


公 + ^2 A 2 + ^3 A ^ 


각 


公 2 C 2 

公 3 C 3 


수 


\ C X 
b 3 C 3 


수 


q b x 
c 3 b 3 




수 


aTT ) 다음 3 차행렬식을 계산하여라. 


D ： 


3 0-2 

2 1 3 

-2 3 1 


( 풀이 ) D=3. +2. +(_2) • ^ 

3 1 13 1 3 

= 3 • (-8) + 2 • (-6) + (- 2)-2 = -40 

變雜繼銳 련립1차방정식을 풀 때 보통 변수를 하나씩 차례로 없애지만 변수 
2개를 동시에 없앨수 있는가? 

① x 사+② x A 2 + ③ x A 3 
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+ 2 - 


-2 0 


+ (_ 2 ) 


여一 

一， T 

-^1 

a 2 

b 2 

C 1 

a 3 

b. 

c 3 


b i 


n 

h 


n 2 

U 2 

C 2 

a 3 

公 3 

c 3 

f 1 

b l 

이 

a 2 

b 2 

己 — 

c 2 


1 2 
c C 

公1 公2 

II 

3 

A 


)M1 3 

TO TO 

cl C3 

II 

2 

A 


c 2 C3 

2 3 

公 公 
II 

A1 


cl c 2 
62 









































{a x x + b x y + c 1 z)A 1 + (a 2 x + b 2 y + c 2 z)A 2 + (a 3 x + b 3 y + c 3 z)A 3 = pA x + qA 2 + rA 3 

이것 을 다시 정 리하면 


(a l A l + 公 2 A 2 +a 3 A 3 )x + (Z? 1 A 1 +b 2 A 2 +6 3 A 3 ) > y+ (c 1 A 1 +c 2 A 2 +c 3 A 3 )z 

= pA x + qA 2 + rA 3 


이때 


a x A x + a 2 A 2 + a 3 A 3 = 


b 、 I、' + /노 A 2 A 3 = 


a x 

公 2 
公 3 

b l 

b 2 

b 3 

c l 


c l A l + c 2 A 2 + c 3 A 3 = c 2 


pA x + qA 2 + rA 3 


c 3 


P 

q 

r 


b i 

b 2 

b 3 

b x 

b 2 

b 3 

b l 

b 2 

b 3 

b l 

b 2 

b 3 


C l 

c 2 

c 3 

이 

c 2 = 0 


c 3 


c 2 = 0 

이 


이 

c 2 

c 3 


따라서 곁수행렬식이 령 아닐 때 변수 X 의 값은 다음과 같이 표시된다. 


P 


c l 

q 

b 2 

c 2 

r 

b 3 

c 3 

a x 

\ 

이 

公 2 

b 2 

c 2 

公 3 

b. 

c 3 


류사한 방법 으로 z 를 구하면 그 값을 각각 다음과 같이 표시 할수 있 다. 


y = 


a x 

p 

c i 


a x 


P 

公 2 

q 

c 2 


公 2 

b 2 

q 

(h 

r 

c 3 

_ ▽ - — 


b. 

r 

a x 

b i 



a i 

b i 

c i 

公 2 

b 2 

c 2 


公 2 

b 2 

c 2 

公 3 

b. 

c 3 


公 3 

b. 

c 3 
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련립 1 차방정식 


a x x + b x y + c x z = p 
< a 2 x + b 2 y + c 2 z = q 
a 3 x-\-b 3 y-\-c 3 z = r 

은결수행렬식이 령 아닐 때 하나의 mm 가지며 그 ■이는 □음따길다. 



이 풀이공식을 크라메르공식이라고 부론다. 


aTT ) 다음 련립방정식을 행렬식을 리용하여 풀어라. 


x + y + z = 6 
< 3x - y + 2z = 7 
5x + 2y + 2z = 15 


(풀이) 



1 1 

1 



6 

1 

1 

D = 

3 -1 

2 

= 9 ， 


7 

-1 

2 


5 2 

2 



15 

2 

2 


= 9 


D ， 


1 6 1 


1 1 6 

3 7 2 

= 18 ， D z = 

3-17 

5 15 2 


5 2 15 

D r 


D 

ᄌ = 그 = 

: 1 ， v = - = 2 ， z = - 

D 

D 

D 


27 


풀이모임 {(1,2,3)} 
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aTT) 다음 련립 방정 식 을 풀어 라 . 


x + y + mz = \ 

< x + my + z = m 
x-y + z = 3 


(moo 



1 

1 

m 


11m 

D = 

1 

m 

1 

=-(m + l)(m -1) , D x = 

m m l 


1 

-1 

1 


3 -1 1 


-4(m + l)(m - 1) 


D, 


1 

1 

m 


1 1 1 

1 

m 

1 

= -(m - 3)(m -1) , D z = 

1mm 

1 

3 

1 


1 -1 3 


4(m - 1) 


따라서 m 농 ±1 일 때 


. m-3 

x = 4, y = - , z 


4 


m + 


r 


m +1 


풀이모임 (4, 


m-3 


m + \ m + l 


제 


다음 련 립 방정 식 들을 크라메 르공식 을 리 용하여 물어 라 . 


1) 


2x + 6y + 3z = l 
3x +1 5y + z = 2 
4x -9y + 4z = 0 


2 ) 


2x + 3y — 5z = 0 
3x - 4y - 6z = -7 
8x — 1 y + 2z = 3 


3) 


2x + ly-z = ^ 
4x + 2y + 3z = 9 
3x — iy + 3z = 1 


4) 


x + y + z = 6 
3x - y - 2z = -7 
5x + + 2z = 17 
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련습 문제 


1 . 다음 련 립 방정 식 을 크라메 르공식 에 의 하여 물어 라 . 


x ~h y ~h z = 1 


2x ~h 7y — z = 8 


x + 5y — 2z = 7 

5x + - 2z = 10 

2) ^ 

4x + 2y + 3z = 9 

3)< 

x - 4y + z = -5 

3x + 4y + z = -2 


3x — 5y + 3z = 1 


lx — 3y — z = 0 


2. 다음 련립방정식을 풀어라 . 

(1 + u)x ~h y ~h Z = I 
x + (l + a)y + z = a 

、'+ 少 + (1 + 幻 = a 1 


1 ) 


ax + y + z = 1 
x + ay + z = \ 
x + y + az = \ 


2 ) 


? 구 


1. 련립 1 자방정식 



a x x + b x y + c x z = 0 

< 

a 2 x + b 2 y + c 2 z = 0 


a 3 xb 3 yc 3 z = 0 

은 상 m \ x=o, 

y =0, z =0 을 가진다. 이려한 풀이를 령풀이라고 

부른다. 


1) 어떤 경우에 이 련립방정식이 령풀이 하나만을 가 * 지는가? 

2) 어떤 경우에 이 련립방정식은 령 아닌 풀이를 가지는가? 

2. 련립1차방정식 



a x x + b x y + c x z = p 

<< 

a 2 x + b 2 y + c 2 z = q 


a 3 x b 3 y c 3 z = r 

1) 어떤 경우에 무수히 많은 풀이를 가지는가? 

2) 어떤 경우에 mm 가지지 않 ^ 가? 
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복습 문제 



1 . 


0 1 

A = 

-1 0 


일 때 A 1 983 을 계산하여 라 . 


1 -2 1 

2. A= -1 1 0 일 때 A ■을 계산하여라 . 

-2 0 1 

3. 행렬 A, 묘에 대하여 ABO 이면 A=0 또는 B=0 이라고 말할수 있는가 ? 

4. 행렬 A, B, C 들에 대하여 같기식 AB=AC 가 성립하면 같기식 BO} 성립하는가 ? 

5. n 차행렬 A 와 B 에 대하여 다음 같기식들이 성 립하는가 ? 

1) (A±B) 2 = A 2 +2AB + B 2 

2) A 2 -B 2 =(A + B)(A-B) 

6. 다음 행렬식들의 값을 행렬식의 성질을 리용하여 계산하여라 . 



X 

公 2 

公 3 



x + a x 

公 2 

公 3 


一 X 

公 

b 

1) 

a l 

X 

公 3 


2) 

a x 

x + a 2 

公 3 

3) 

b 

_ X 

公 


a x 

公 2 

X 



a x 

公 2 

x-\- a 3 


a 

b 

— X 


7. 다음 행렬식의 값을 계산하여라 . 



2 

3 

-5 



3 

2 

-4 


5 1 

2 

1) 

3 

7 

-1 


2) 

4 

1 

-2 

3) 

3 9 

-2 


-5 

0 

3 



5 

2 

-3 


1 3 

4 


-4 

7 

4 


6 

7 

-5 



4) 

4 

-9 

-3 

5) 

2 

1 

3 




2 

- 6 


3 


-4 

6 

7 




8. 다음 련립방정 식 을 풀어 라 . 


1) ^ 

4x — 3y + 2z = 1 
x + 2y — z = 3 

2) < 

x + 2y + 3z = 5 

3x — 3y — 2z = 0 

3) < 

x y z = 1 
x — y z — \ 


x — 3y + 2z = —2 


2x — 3y — z = 3 


3x — y 3z = 0 
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9. 1()1 개 의 모르는 변수를 가지 는 다음 련 립방정 식 을 풀어 라. 

+ • •. + 지 oi = 0 
시 + = 1 

< x 2 + x 3 =1 

、ᄌ100 + X 10l = 1 

10. 련립세변수1차방정식으로 풀리는 응용문제를 만들고 풀어라. 


% 구 


3 자행렬식은 3차행렬에 수를 대 S 시키는 넘기기로 볼수 있다. 

그려나 3자행렬에 수를 대응시키는 넘기기는 무수히 많으며 이려한 넘기 
기들이 모두 3자행렬식으로 되는것은 아니다. 

례컨대 3자행렬 


a n 

U 12 

a n 

公 21 

a 22 

公 23 

公 31 

公 32 

a 33 J 


에 수 을 대응시키는 넘기기는 3자행렬식이 아니다. 오 HU 하면 행렬식의 
성질 2가 성립하지 않기때문이다. 

3자행렬에 수를 대 S 시키는 넘기기들가운데서 어떤 넘기기가 3자행렬식 
으로 되겠는가? 


—CJT) - 

우리 나라 수학자 리상혁의 론문집《산술관견》 

우리 나라 수학자 리상혁 (1810 년-?)은 남병길과 수학을 공동으로 
연구하였다. 

그는 1855년에 4개의 론문으로 되여있는 론문집《산술관견》을 
출판하였다. 

이 론문집은 기하，대수，무한수렬의 합 등에 관한 내용으로써 당 
시 동양에서 최고수준의것이였다. 그럴기때문에 당시 수학자들은 이 론 
문집에 실린 론문들이 가지는 심오한 내용과 정확한 론리에 대해서는 다 
론 선진국 수학자들까지도 탄복할것이라고 말하였다고 한다. 
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계 7 장. 모연과 



모임산법법직 
명제와 그 산법 
명제의 산법법직 
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제 1 절. 모임산법법직 


a y \ 모임 A 의 원소라는것을 ( 2GA 로， a A 모임 A 의 원소가 아니 라는것을 
(2 《 A 로 표시 하였 다. 

모임 A 가 모임 묘의 부분모임 이 라는것 을 AcB 로 표시한다. 

빈모임을 小로 표시하고 ( f ) cA 로 본다. 또한 Ac A 로도 본다. d ) ， A 가 아닌 
A 의 부분모임을 참부분모임이 라고 부른다. 

례 ) 자연수모임 N, 옹근수모임 Z, 유리수모임 Q, 실수모임 R , 복소수모 
임 C 에서 

2eN, -2eZ, |eQ, V2 eR ? 2 + 3/ 在 R 이 다. 

AcB , A 〕 B 일 때 A 와 B 는 같은 모임이 라고 부르고 A = B 로 표시 한다. 

臣]》 (x - a) (우 - 公) = 0 의 풀이 모임 A, 义 2 - (公 + + aZ? =0 의 풀이 모임 을 B 

라고 하면 A=B 


두 모임 A , B 의 합 AUB , 적 AflB , 차 A \ B 는 다음과 같다. 




그림 7-1 


모임 U 를 하나 정 해놓고 그 부분모임 을 생 각할 때 처 
음에 정한 모임 U 를 전체모임이 라고 부론다. 

앞으로 모임 A , B , C , ••• 라고 하면 이 것 들은 전체모 
임 간의 부분모임으로 보겠다. 



U 


A 


U \ A 를 A 의 나머지모임이 라고 부르고 A 로 표시한다. 그림 7-2 


aTT ) 3 개 원소로 된 모임 U = { a , b , 다 의 부분모임은 

d) ， { 公 }, { 公 } ， { 다 , { 公 , 公 } ， { 公， c}, {b, c} ? {a, b, c} 

이 다. 이때 부분모임을 원소로 가지는 모임의 원소들의 개수는 

+ + c! = 8 

이다. 이것은 

(1 + 1) 3 = C3 + c\ + c\ + c\ — 2 3 =8 
로 계산할수 있다. 
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참 구 


N 개의 원소로 된 모임에서 부분모임을 모두 만들어 그것들을 원소로 가지는 
모임을 만들 때 이 모임의 원소수를 구하는 공식을 찾아라. 


3 각형 모임 을 전체 모임 U 로 보고 뾰족 3 각형 모임， 직 3 각형모임， 
무딘 3 각형모임 을 A, B , C 로 표시 하였을 때 A, B , C, U 사이 의 
관계 를 모임 산법기 호로 표시해 보아라. 

모임 또는 그것 들을 모임 산법기 호로 이 어 놓은것 을 모임 식，모임 식 들을 같기 기 호 
로 이 어놓은것을 모임같기 식이 라고 부론다. 

실례로 A , AflCAUB ) 등은 모임식이고 A = Afl ( AUB ) 는 모임같기식이다. 
A <[ B , A=)BoA = B 

이 므로 모임 같기 식 A = B 를 증명 하려 면 AczB , A〕B 를 증명 하면 된 다. 

aTT ) 모임같기식 ( AUB)UC = AU ( BUC ) 를 증명하여라. 

(증명) 먼저 

( AUB)UCcz AU ( BUC ) (1) 

를 증명하자. 

xe ( AUB ) UC^xe AUB 또는 xeC 
그런데 xeAIJB ^> xeA 또는 x e B 
따•라써 

x e (A U B ) U C (x e A 또는 x e B ) 또는 x g C => x e A 
또는 ( xeB 또는 x e C ) ^ x e A 또는 xeBUC^xe AU ( BUC ) 
따라서 (1) 이 성 립한다. 

득 마찬가지 로 하여 

( AUB ) UC ^ AU ( BUC ) (2) 

를 증명할수 있다. 따라서 (1), (2) 에 의하여 
( AUB)UC = AU ( BUC ) 

모임같기식 ( AfiB)nc = An ( Bnc ) 를 증명하여라. 

(증명) 먼저 

(AfiB)nccAn(Bnc) (3) 

를 증명하자. 

xgC 그 >( xgA 이고 ' gB ) 이고 
xeC 각 'eA 이고 ('eB 이고 x e C ) x e A fl (B H C ) 

따라서 (3) 이 성 립한다. 


186 
















득 마찬가지 로 하여 

(AnB)nc=)An(Bnc) (4) 

따라서 (3)， (4) 에 의하여 

(AnB)nc = An(Bnc) 


정리 1. 모임 A, B, C 에 대하여 


1) AUB=BUA , AAB=BnA 

( 바 g 법칙 ) 

2) (AUB)UC=AU(BUC) 


(A_nc=An(Bnc) 

( 묶음법칙 ) 

3) AU (BnC) = (AUB) n (AUC) 


An (Buc)=(AnB) u (a nc) 

( 분배법칙 ) 


( s 명) 1) 은 u 와 n 의 의미에 의하여 분명하다. 

2) 는 례 4，5에서 증명하였다. 

3) AU ( BnC ) = ( AUB ) n ( AUC ) 을 증명하자. 

jc e AU ( BnC )=> 义 e A 또는 义 e ( B 「 IC ) 다 义 e A 또는 义 g B 이 고 
x e C (x e A 또는 ' e B) 이 고 

(jceA 또는 xeC) =>xe(AUB)n(AUC) 
AU(BnC)c=(AUB)n(AUC) (5) 

가 성 립한다. 꼭 마찬가지 로 하여 

AU(BnC)](AUB)n(AUC) (6) 

을 증명 할수 있다. 

따라서 (5)， (6) 에 의하여 

AU(BnC) = (AUB)n(AUC) 

다음 비슷한 방법으로 하여 

An(BUC) = (A 「 lB)U(AnC) 

를 증명할수 있다. 

繼®©銳 모임그림 을 그려 A「|B 와 lUB 가 같은가를 알아보아라. 



그림 7-3 
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정 리 2. 모임 A , B 에 대하여 

1) AflB = AUB 

2) AUB^AflB (쌍대법칙) 


(증명) 1) 을 증명하자. 

xEAnB<^>x^AriB<^>x^A 

이 거 나 x ^ B <^> x g A 또는 

xeB<^>xeAUB 

따라서 A「IB = XUB 
2) 도 같은 방법 으로 증명할수 있 다. 

량 V 


바른4면제에서 정점들의 모임，모서리들의 모임，면들의 모임 또는 그 
원^수를각각 A , L , P 로표시하자. 

1) A , L , P 의 원소수를 조합기호 C n m 를 씨서 
표시하여 보아라. 

실례로 면은 세 점에 의5例 하나로 정해 
질수 있으 B 로 면의 수는 정점의 수 4 에서 
3 개씩 취한 조합 C 4 3 이라는것을 알수 있다. 

2) A - L+P 를 

(1_1) 4 = C 4 0 _ C ; + C 4 2 _ C 4 3 + C ; =0 
을 써서 계산해보아라. ( A - L+P 를 오일레르특성수라고 불렀다. ) 



(주의) 이 방법은 앞으로 ^차원공간에서의 기하라고 부르는 높은 수학을 연구할 
때 그대 로 넓혀 져간다. 

문 제 

1. 모임같기식 ( AUB)nXUB 유必를 증명하여라. 

2. 모임같기식 AnBf!C = XUBUC 를 증명하여라. 
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련습 문제 

1. 분배법 칙 Afl ( BUC ) = ( AnB ) U ( AnC ) 를 증명하여 라. 

2. 다음 모임같기식 이 성립하는가? 

1) AU ( B \ C ) = ( AUB )\( AUC ) 

2) (AUB)n(AUB)=AUB 

3. 다음것 을 증명하여 라. 

1) ACB =^ Bc = A 2) ACB 각 AHCCBnC 

4. 모임 U = U 卜 c 는 20 보다 크지 않은 씨 수 } 가 주어 졌다. A , 묘가 산의 부분모 
임이고 AnB = {3, 5} , AflB - {7, 19} , AflB = {2, 17} 이다. A , B 
를 구하여 라. 


제 2 절. 명제와 그 산법 


1. 명제 

옳다든가 옳지 않다든가를 찍어서 말할수 있는 글 또는 식을 명제라고 부른다. 
그러므로 명제에는 옳은 명제도 있고 옳지 않은 명제도 있다. 

례 ^ 1) 2+3=5 옳은 명 제 

2) 90 ᄋ < 45 ᄋ 옳지 않은 명제 


명제 «에 대하여 a 가 돌으면 1을 대응시키고 «가 몰지 않으면 
0을 대 S 시칸다. 이때 명제에 대응하는 1， 0을 그 명제의 값이라 
고 ^르고 [ a ] 로 표시한다. 


프]> 1) a : 2등변3각형의 두 밑각은 같다. 一] = 1 

2) b : 직3각형에서 빗변이 제일 작다. [6] = 0 

3) c ： 3각형 의 아낙각의 합은 2冗이 다. [ c ] = 0 


문 제 

다음것에서 명제를 찾고 옳은 명제와 옳지 않은 명제들을 갈라내여라. 

1) 직 3 각형에는 무딘각이 없다. 

2) sin 2 a = 2 sin a cos a 

3) 2 차방정식은 2 개의 풀이를 가전다. 
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2. 명제산법 

명제들에 《…아니다.》， 《…이고…이다.》， 《…또는 …》， 《…이면…이다.》 

등의 말을 이어서 새로운 명제를 만드는것을 명제의 합성이라고 부른다. 

이때 새로 만들어진 명제를 합성명제라고 부론다. 

부정명제 


명제 a 에 대하여《 g 가 아니다.》라는 새로운 명제를 만들었을 
때 이것을 명제 a 의 부정명제라고 부르고 a 로 표 M 한다. 


례 운 》 a : 3각형의 아낙각의 합은 2직각이 아니다. (옳지 않은 명제) 
a : 3각형의 아낙각의 합은 2직각이 다. (옳은 명제) 

부정 명 제 a 의 명 제값은 다음과 같다 . 



이 와 같이 명 제 값을 표로 표시한것 을 명제값표라고 부론다. 


합명제 


두 명제 a , 6 에 대하여 a , 6 가운데 하나라도 몰으면 옳다고 보 
는 새로운 명제《 a 또는 6 이다.》를 명제 a 오卜 6 의 합명제라 
고 부르고 公 v 公 로 표시한다. 


avb 는 a , & 가 함께 옳지 않으면 옳지 않다. 
그리하여 의 명 제값표를 쓰면 다음과 같다 
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aTl ) 以 :《평행직선에서 엇각은 같다.》(옳은 명제) 

스 :《평행직선에서 같은자리각은 다르다.》(옳지 않은 명제) 
avb ： 〈〈평행직선에서 엇각은 같거나 또는 같은자리각은 다르다. » (옳은 명제) 


적명제 


두 명제 a , 6 가운데 하나라도 돌지 않은것이 있다면 돌지 않다고 보 
는 새로운 명제《 새[고 M ) [다.》를 명제 a 와 & 의 적명제라고 부르 
고 公 八分로 표시한다. (때로는 公 •公로 표시한다.) 


cl ，、b 는 a , 6 가운데 하나라도 옳지 않은것 이 있 다면 옳지 않다. 
그리하여 의 명제값표를 쓰면 다음과 같다. 



aTT) 그림 7-4 에서 직선 p , q 는 어기는 직선이다. 

(2 :《 직 선 g 는 평 행 이 아니 다.》(옳은 명 제 ) 
6 :《직선 刀, ▽는 사귀지 않는다.》(옳은 명제) 
《직선 《는 평행도 아니고 사귀지도 
않는다.》(옳은 명제) 



그림 7-4 


따름명제 


두 명제 a , 6 에 대하여 以 가 돌고 6 가 돌지 않을 때만 돌지 않고 
다른 때는 옳다고 보는 새로운 명제《 a 이면 bO [다.》를 명제 a , b 의 
따름명 제 라고 부르고 a 수 b 로 표시한다. 


그리하여 (2 나& 의 명제값표를 쓰면 다음과 같다. 
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a : 《3각형에서 두 변은 같다.》 

公 : 《3각형 에 서 두 각은 같다.》 

각형에서 두 변이 같으면 두 각은 같다.》 

따름명제 ^ 에서 명제 <2 가 성 립 하는 대 상들의 모임 을 A , 명제 6가 성 립 하 
는 대 상들의 모임 을 B 로 표시할 때 A 와 묘가 어 떤 전체모임 U 의 부분모임 인 경 우를 
보자. 

aTT ) 心《옹근수는 6 의 배수이 다.》 
b ： 《옹근수는 합성수이다.〉〉 

이때 따름명제 

a 수 b' 《 옹근수가 6의 배 수이 면 그 수는 합성 수이 다.》는 옳다. 

명제 a 가 성립하는 대상들의 모임을 A , 명제 6가 성립하는 대상들의 모임을 B 
라고 할 때 A 와 묘는 모두 전체모임 U 의 부분모임 이 라고 하자. 

이때 명제 a ^ by \ 옳으면 AczB 이고 그 거물도 성 립한다. 

이 때 따름명 제 a 예 를 a 다 b 1 쓰기 로 한다. 

동돋명제 


두 명제 a , 6 에 대하여 《a 이면 M ) 【고 & 이면 a 이다.》라는 
명제를 동등명제라고 부르고 aob 로 표시한다. 


동등명제 (2 06 의 명제값표를 만들면 다음과 같다. 


a 公 

u ―> b 

b ―> u 

a < r^b 

{ci — 、• a (b —幻 

1 1 

1 

1 

1 

1 0 

0 

1 

0 

0 1 

1 

0 

0 

0 0 

1 

1 

1 


aTT ) 2 등변 3 각형 ABC 에서 (그림 7-5) 
a : 《 AABC 에 서 AB=AC 이 다. 》 
b ： 《 AABC 에 서 ZB = ZC 이 다. 》 
a — b .. 《AABC 에서 AB=AC 나 ZB = ZC 》 (옳은 명제) 
b-^a : 《AABC 에서 ZB = ZC^AB = AC 》 (옳은 명제) 
ao6:《AABC 에서 AB = ACoZB = ZC> 

(즉 AABC 에서 AB=AC 와 ZB = ZC 는 동등하다.) 
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그림 7-5 





















명제의 합성을 명제산법이 라고 부르고 우에서 본 명제의 산법기호 -, v , 우, 나를 
론리 기호라고 부론다. 

명제들에 론리기호를 여러가지 결합하여 보다 복잡한 합성명제를 만들수 있다. 
따름명 제 a ^ b °\] 서 조건 a 가 성 립 하는 대 상들의 모임 을 A , 결 론 스가 성 립 하는 
대 상들의 모임 을 묘로 표시할 때 A , B 가 어 떤 모임 U 의 부분모임 인 경 우를 보자. 

명 제 ^ 그> 스 에 서 b 는 以 이 기 만 하면 중분하다. 그리 하여 ^ 를 & 이기 위한 충분 
조건이라고 부론다. 

다음으로 以각&에서 以이기 위하여 필요한 조건은 &외에도 더 있을수 있다. 

실례 로 직2등변3각형 

b :두 변이 같은 3각형 

c : 직 3각형 (같은 두 변이 만드는 각이 직각) 

으로 놓으면 ^ 이기 위 하여서는 6도 필요하고 c 도 필요하다. 

어쨌든 a 그에서 u 이기 위 하여서는 반드시 & 가 필요하다. 

그리하여 bm ^ 이기 위한 필요조건 이라고 부론다. 

그러면 에서 a 는 6이기 위한 필요조건도 되고 충분조건도 된다. 

따라서 aob 를 《a 이기 위해서는 & 일것이 필요하고 충분하다.》고도 말한다. 

려 1 1) 두 직선이 평행이 되기 위하여서는 같은자리각이 같을것이 필요하고 

중분하다. 

2) 4각형이 평행4변형이 되기 위하여서는 한쌍의 맞은변이 평행이고 
같을것이 필요하고 충분하다. 

문 제 

1. 4각형 이 원에 내 접하기 위한 필요하고 충분한 조건을 말하여 라. 

2. 4각형이 원에 외접하기 위한 필요하고 충분한 조건을 말하여라. 

3. a ^ by \ 옳은 명제이면 A = B 이겠는가? 

4. a -나가 옳지 않은 명제일 때 ACB 가 아니라는 실례를 들어보아라. 

련습 문제 

1. 명제 a ：2<3 

公:3각형의 세 아낙각의 합은 冗이다. 

에 대하여 a ， b 를 만들고 a ， 도，노 표의 명제값을 말하여라. 
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2. 다음 명제들의 명제값을 말하여 라. 

1) 3각형 의 아낙각의 합은 2 ZR 또는 3 ZR 이 다. 

2) a : 3 < 2, 6 : (-3). (- 2) = 6 일 때 awb , avb , aw b，aw b 

3) a : 3 + 5 = 7, 6:2 + 6 = 8 일 때 av b , aw b , avb , aw b 

3. 다음 명제들의 명제값을 말하여 라. 

1) 3각형 의 아낙각의 합은 3 ZR 이 고 4각형 의 아낙각의 합은 2 ZR 이 다. 

2) a : 1 < 2, 公:3 <4라고 할 때 a a b , a /、 b ， a /、 b , a/、b 

4. 다음것을 말하여 라. 

1) 네 점 이 한 원둘레，한 구면 에 놓이 기 위한 충분조건 

2) 3각형 의 한 각이 직 각이기 위한 충분조건 

3) 두 직선이 평 행 이 기 위한 필요충분조건 

5. 다음의 명제에서 _에 맞는것을 써넣어라. 

1) '=少=0은 义少=0이 기 위한 _이 다. 

2) a 3 〉0 은 a〉(H 기 위한 _이 다. 

3) a <0, 스<0은 a + b < 0이 기 위한 _이 다. 

(1) 필요조건 (2) 충분조건 (3) 필요충분조건 


제3절. 명제의 산법법직 

두 합성명제가 득같은 명제값표를 가질 때 두 합성명제는 같다고 말하고 기호 
《 =〉〉를 씨서 표시한다. 


정리 _ 

1. 명제 a , 스, c 에 대하여 



1) 

a \! b = b \! a 




aAb = bAa 




{a b)={b a ) 

OJ 卜꿈법칙) 


2) 

(aWb ) Vc =« V (6 Vc ) 




(aAb )/\ c = a /\{ b /\ c ) 

(묶음법칙) 


3) 

a\l { b /\ c ) = { a \/ b ) A (« Vc ) 




a A (b Vc ) = (aAb ) V (a Ac ) 

(분배법칙) 
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(증명) 바꿈법칙 1) 과 묶음법칙 2) 가 성립하는것은 분명하다. 분배법칙 3) 의 첫째 
식을 증명 하자. 그러기 위 하여 아래의 표와 같은 명제값표를 만들자. 








a 

b 

c 

公 A c 

a V 公 

a、、J c 

a\J ( b /\ c ) 

(幻八"?) A (次 Vc ) 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

0 

0 

1 

1 

1 

1 

1 

0 

1 

0 

1 

1 

1 

1 

1 

0 

0 

0 

1 

1 

1 

1 

0 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

0 

1 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 


표에 서 보는것 처 럼 aV ( Z ? AC ) 와 ( avZ ?) A ( aVC ) 는 같은 명 제값표를 가 
전다. 

그• 러， EL 로 a v (、b a c) = {a v B)a {a v c ) 

분배법칙 3) 의 둘째 식도 우에서와 같은 방법으로 증명할수 있다. 


邊®©銳 a A 公와 도 V 표의 명제값표를 만들고 같은가를 알아보아라. 



정리 2. 명제 a, &에 대하여 


1) a /\b = aw b 

2) av b = a Ab 

(쌍 CH 법칙) 


앞으로 론리산법에서 묶음표가 있지 않을 때에는 계산을 -, V, A,— , O 순서 


로 하기로 하겠다. 
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명 제 以 나 公 에 대 하여 명 제 b 수 a 를 거꿀명제， 

명제 a 나 6 에 대하여 명제 a — ᄒ를 안명제 (또는 부명제)， 

명제 a 나 6 에 대 하여 명제 b — a 를 거꿀안명제라고 부론다. 

이것을 하나의 표로 묶으면 다음과 같다. 



(증명) 명제값표를 만들면 



그러 므로 {a — b) = (b -욱 a ) 

우의 정리에 의하여 a 수 b 를 증명할 대신에 b — a 를 증명하여도 된다. 이것도 
귀유법 에 속한다는것 을 알수 있 다. 

례 、) {a 예 ));“、 b ᅳ a\ (a — 6) # (a — 표)를 증명 하여 라 . 

(증명) 명제값표를 만들면 


a 

b 

a 

b 

a 수 b 

b 수 a 

ci ― b 

1 

1 

0 

0 

1 

1 

1 

1 

0 

0 

1 

0 

1 

1 

0 

1 

1 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

1 

1 

1 

1 

1 
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따라서 


{ci —> b 、 7 ^ (b — > 幻 ◊ 

(戶 구 6)# (a — 6) 

이 리하여 어 떤 명제 가 옳다고 하여 그것의 거물명제，안명제 가 반드시 옳다는것 
은 아니라는것을 알수 있다. 

문 제 

1 . 다음 식 을 증명하여 라. 

1 ) a v {a a b) = a 2 ) a A{av b) = a 3 ) awb = a /\b 

2 . 다음 식 이 성 립하겠는가? 

1 ) a /\\b w ajA c = a v{b a a)v c 2 ) a— 八 p 수 c) = a /、b 수 c 

3 ) [aw b)/\c = a Abwc 


탕 斗 

《 조건 A 를 만족하는 점의 자리길은 B 이다.》를 증명할 때 

1) 조건 A 를 만족시키는 점은 B 우에 놓인다. 

2) B 우에 놓이는 점은 조건 A 를 만촉시칸다. 

를 II 賊다. 

1. 명제들사이의 관계를 써서 1), 2) 를 여려가지로 바平어보아라. 

2. 매개의 1), 2) 를《두 점 A , B 로부터 갈은 거리에 있는 점의 자리길 
은 선분 AB 의 수직2등분선이다.》를 증명하는데 적용해보아라. 


련습 문제 

1. a ： 3 < 5, 6:2〉3 이라고 할 때 다음 명제들의 명제 값을 구하여라. 
1 ) a , 公, a v 6 , a v 公 2) a /\b, a /\b, a /\b 
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2. 다음 같기 식 이 성 립하겠는가? 

1) aw {a Ab ) = aw b 2) a vZ ?)= (a vZ ?) a (^ vZ ?) aZ ? 

3. 명제 《 ZB 가 무딘각이면 AABC 는 무딘3각형이다.》와 그의 거물명제，안명제， 
거물안명제에서 옳은 명제로 되는것을 찾아라. 

복습 문제 

1. 다음 모임 같기 식 을 증명하여 라. 

1) ( AUB ) fl ( AUB )= A 

2) Afl ( AUX)=A 

2. a ：3-2 = 0, 6:3 + 2 = 5 일 때 다음 명제의 명제값을 말하여라. 

a /、 b ， b v a , { awb )/\ b , (a aZ?)v [a aId ) 

3. 다음 명 제 같기 식 을 증명하여 라. 

1) b = b a{civ b) 2) a v b = b a{civ b) 

3) a /\、av b )= (a a 6) v (a a 6) 

4. 다음 같기 식 을 증명하여 라. 

1) (公 VZ?)A (公 v b )= 公 

2 ) {avbvc)A{aAbAcvd)=aAbAcv(avbvc)Ad 

3) (公 v 6 )a (公 vc ) = ( 公 ac) v (公 vc ) 

5. 다음 _에 맞는것을 써넣어라. (필요조건，충분조건) 

1) a ， jS 가 실수이기 때 문에 a + 0 ， a jS 가 다 실수라는것 은 _이 지만 _은 

아니다. 
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2) 6= ac 이기때문에 


이지만 _은 아니다. 


6. p ， "가 두개의 명제 이고 {고 또는 "》의 부정 이 옳다면 아래에서 반드시 있게 되 
는것은 ( ) 이다. 


2) p 옳지 않다 ， q 옳지 않다 


1) p 옳다 ， q 옳다 


3) p 옳다 ， q 옳지 않다 


4) p 옳지 않다 ， q 옳다 


상서 


모임론의 창시자 - 칸토르 


칸토르 (1845 년-1918년)는 도이췰란드수학자로서 모든 수학리론의 기 
초로 되는 모임론을 창시하였다. 그는 유한모임에서 원소의 개수개념을 무 
한모임에로 일반화하여 무한모임에서 원소의 개수개념을 처음으로 정의하 
고 무한모임을 다루는 새로운 방법을 내놓았다. 칸토르가 모임론을 내놓은 
당시 사람들은 그의 심오한 리론을 리해하지 못하였으며 오히려 가_하게 
비판까지 ^ᅡ였다. 

그는 정신적장애를 받아 병원에 입원하게 되였으나 병원에서도 모임론 
에 대한 연구를 계속 진행하였으며 모임론을 창시하였다. 칸토로가 내놓은 
모임론은 그가 죽은지 30년이 지나서야 수학의 엄격한 건설을 시도하는 
과정에 수학계의 인정을 받게 되였으며 오늘에 오[서는 모든 수학리론의 기 
초로 되고있다. 



199 






























게 8 장. 변4•과 산법올 가청 모연 


도형으 I 변환 
산법을 가진 모임 



















제 1 절. 도형의 변환 


1. 도형의 변환 

평면에서 평행 이동，회전이동，축대칭이동과 같이 평면의 모든 점모임을 평면의 점 
모임으로 넘기는 1:1넘기기를 변환이라고 부른다. 

어 떤 변환 /에 의하여 어 떤 도형 F 가 다른 도형 1자로 넘 어 갔다고 하자. 

이때 / 를 F 의 도형 에로의 변환이라고 부를 때도 있다. 

變通透銳 1. 평 행 이동에 의하여 3각형 은 어떤 3각형 으로 넘 어 가는가? 

2. 중심닮음변환에 의 하여 3각형 은 어 떤 3각형 으로 넘 어 가는가? 


도형 F 를 그와 합동인 도형으로 넘기는 변환을 합동변환이라고 부르며 
그와 닮은 도형으로 넘기는 변환을 닮음변환이라고 부른다. 


합동변환은 크기 와 모양을 변하지 않게 하는 변환이고 닮음변환은 크기 는 변할수 
있으나 모양은 변하지 않게 하는 변환이다. 

그림 8—2에 서 도형 은 도형 F 를 중심 닮음변환한것 이 고 도형 F 2 는 도형 을 회 
전이 동한것 이 다. 

그러므로 F 1 = F 2 , F °° F 2 이 다. 

또한 도형 F 2 를 ?\로 넘기고 心을 F 로 넘기는 변환도 생각할수 있다. 

도형 F 와 F 2 가 닮음도형 이면 합동변환과 중심 닮음변환을 적 당히 하여 묘를 묘 2 로 넘 
길수 있다. 

이 렇게 하는것을 변환의 합성이라고 부론다. 


Ax 



그림 8-1 


그림 8-2 
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문 제 


1. 다음 변환에서 합동변환，닮음변환을 찾아보 
아라. 

평행이동，회전이동，축대칭이동，중심닮음변환 

2. 그림 8-3 에서 £// JZi 이 다. 

AABC 를 AABCi , AABC 2 로 넘길 때 변하 
지 않는것은 무엇인가? 이 변환은 합동변환 
인가，닮음변환인가? 

변환들가운데는 모양과 크기가 변하는 변환 
도 있다. 



그림 8-3 


) 1) 판을 프레스로 눌러 물건을 만들 때 




그림 8-4 

2) 자동차바퀴의 쥬브에 바람을 넣을 때 
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그림 8-6 



















2) 쇠줄을 늘일 때 끊어지거나 두 점이 겹치는것 


一 f) Ai P、2 Bi 


F F^Fi f Fi 

ᄀ ) A—Ai ， A2 
亡) A , B^Ai 
그림 8-7 



례 1 의 변환에서 면，선들의 이어진 상태는 달라지지 않는다. 


일반적으로 면言 선들의 이어진 상태가 그대로 있는 변환을 
련속변환이라고 부른다. 


여기서 면과 선들의 크기와 모양은 달라져 
도 좋고 달라지지 않아도 좋다. 

합동변환，닮음변환，련속변환사이에는 다 
음과 같은 관계가 있다. 

(련속변환의 모임 ) D (닮음변환의 모임 ) ！) 

(합동변환의 모임) 



BI |》 그림 8— 9의 기 과 같이 직4각형 F 를 말아서 과 같은 도형 으로 1:1 
로 넘기면 이 넘기기는 련속변환이 다. 그러나 과 같이 직4각형 F 를 말 
아서 원기둥의 옆면 F 2 로 넘긴다면 이 넘기기는 련속변환이 아니다. 이 
때에는 F F 2 에서 

A , C —> Ai ; M , N —> M 1 ; B , D —> Bi 




A 

M 


B 


. C 

TE ~ 一一—'―一——— 一—一 

- N 


D 



Fi 


F 

그림 8-9 



BxCDx) 

F 2 
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례 4) 그림 8-10 과 같이 원기둥옆 
면 F 를 그 옆면의 전개도 
1자로 1:1로 넘긴다면 이 넘 
기 기는 변환이다. 

(여 기서 Fi 의 점선으로 표시 
한 변에 는 AB 가 대 응하지 않 
는다고 본다.) 

이 변환은 F 에서 이어져있 
던 선 CD 가 에서는 끊어졌기때문에 



A 사 - 

Ei - *Ci Di 

Bi 1 - 


Fi 

그림 8-10 
련속변환은 아니다. 


문 제 

1. 그림 8-11 과 같이 전등불에 의하여 원 F 의 그림 자가 구면에서 곡면 1자로 나타 
났다. F 우은 련속변환이라고 말할수 있는가? 또 닮음변환이라고도 말할수 있 
는가? 



2. 그림 8—12와 같이 F 를 구부려 을 엄었다. F _>1자은 련속변환이라고 말할수 있 

는가? 
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그림 8-12 

















2 . 도형의 련속변환 
1) 선의 련속변환 
(1) 선분의 련속변환 

선분을 련속변환하면 그림 8—13과 같은 여 러 가지 모양의 선을 얻 는다. 



그림 8-13 


선 1), i _), n ), 근)들은 모두 어느 하나를 다른것들로 련속변환할수 있는것들 
이다. 이런 선들의 그 모양과 길이는 다를수 있으나 다음과 같은데서는 다 같다. 

① 벌어진 선이다. 

② 이 선을 한점 에서 끊으면 두 부분으로 나누어진다. (그림 8-14) 



그림 8-14 그림 8-15 


③ 평면에서 이런 선은 평면을 두 부분으로 나누지 않는다. 선에 놓이지 않는 임의의 
두 점 A , B 도 그 선과 만나지 않는 선으로 이 을수 있다. (그림 8-15) 

(2) 원둘레의 련속변환 

원둘레 를 련속변환하면 그림 8-16 과 같은 여 러 가지 모양의 도형 을 얻 는다. 





선 1), i _), n ), 근)들은 모두 어느 하나를 다른것들로 련속변환할수 있는것들 
이다. 이런 선들은 그 모양과 길이는 다를수 있으나 다음과 같은데서는 다 같다. 
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그림 8-17 


그림 8-18 


① 다문선이다. 

② 이 선은 한 점에서 끊어도 두 부분으로 나누어지지 않는다. 두 점에서 끊어야 
두 부분으로 나누어 진다. (그림 8-17) 

③ 평면에서는 다문선에 의하여 평면이 아낙과 바깥으로 나누어진다. 아낙점과 
바깥점 을 맺 는 선은 반드시 이 선과 만난다. (그림 8-18) 

2) 면의 련속변환 

(1) 바른4각형의 련속변환 

바른 4 각형을 련속변환하면 그림 8-19 와 같이 여 러 가지 모양의 도형들을 얻는다. 



그림 8-19 


면 기， i _), H ), 근)들은 모두 어느 하나를 다른것들로 련속변환할수 있는것들이 
다. 이런 면들은 그 모양과 크기는 다를수 있으나 다음과 같은데서는 다 같다. 

① 벌려져있는 면이다. 

② 도중에서 자기끼 리 만나지 않는다. 

③ 이 면을 그림 8—20과 같이 그 둘레의 두 점을 맺는 선을 따라서 한번 자르면 
두 부분으로 나누인다. 

④ 이런 면은 공간을 두 부분으로 나누지 않는다. 면에 놓이지 않는 임의의 두 점 
A , B 도 그 면과 만나지 않는 선으로 이을수 있다. (그림 8— 21) 



이 B 

그림 8-20 


그림 8-21 
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(2) 구면의 련속변환 


구면을 련속변환하면 그림 8-22 와 같은 여 러 가지 모양의 도형 을 얻는다. 



그림 8-22 

면 1), i _), n ), 근)들은 모두 어느 하나를 다른것들로 련속변환할수 있는것들 
이다. 이런 면들은 그 모양과 크기는 다를수 있으나 다음과 같은데서는 다 같다. 

① 다물어져있는 면이다. 

② 도중에서 자기끼리 만나지 않는다. 

③ 이 면을 그림 8-23 에서 와 같이 그 우에 있는 다문선 £을 따라서 한번 자르면 
두 부분으로 나누어진다. 

④ 이 런 면에 의하여 공간은 아낙과 바깥으로 나누어 진다. 아낙점 과 바깥점 을 맺 
는 선은 반드시 이 면과 만난다. 



그림 8-25 와 같은 그라프에서 마디 
점 A 로부터 B 에로 가는《길》은 여러 
개 있다. 실례로 길 ACB , AEB , AB 등 
은 다 길이다. 

길가운데서 길 AEBCA 와 같이 제 자리 
로 돌아오는 길을 [卜문 길이라고 부론다. 

다문길이 없는 그라프를 나무라고 부 

른다. 



그림 8-24 



그림 8-25 


CQ" 


나무에서 마디점의 수를 


m ， 마디의 수를 
~ n=l 


이라고 하면 늘 


이다. 
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이것은 나무를 만드는 과정을 보면 알수 있다. 즉 마디수가 1인 나무에서 
m - 자=2_1 = 1인데 마디 를 하나씩 늘일 때 마다 마디점 도 득 하나씩 는다. 

이 리하여 어 떤 나무에 서 나 m - n 에 는 변화가 없 이 늘 1이 된 다. 즉 늘 

m-n = 1 




그림 8-26 


그림 8-27 과 같이 어떤 면에 놓인 그 
라프에 서 마디 에 의하여 둘러막힌 평 면의 
유한부분을 그라프의 면이 라고 부를 때도 
있다. 



정리 1. 평면에 놓인 그라프에서 마〔[점의 수를 m , 마디의 수를 /!, 면의 수를 
p 라고 하면 m - n + p =\ 


(증명) 그라프로부터 나무를 만들려면 그라프의 면을 없애야 한다. 면을 하나 없애 
려면 그 면에 붙어 있는 마디를 하나 떼 여버리면 된다. 

실례로 그림 8-28 에서 마디 ①을 떼면 면 I 이 
없어지고 마디 ③을 떼면 면 III 이 없어진다. p 
개의 면을 다 없애려면 ^개의 마디를 떼여버려 
야 한다. 그러므로 m 개 마디점과 ^2개의 마디 그 
리 고，개 의 면을 가진 그라프에 서，개 의 마디 
를 떼 여 버 리 고 마지 막에 나무를 만들었을 때 이 
위 상그라프의 마디점 의 수는 m 그대 로이 고 마디 
의 수는 n - pi 된다. 

그러면 나무의 성 질에 의하여 
m _( n ~ p)=l 
p=l 



이런 증명수법을 《즐임법》 이라고 부론다. 
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정리 2. (오일레르정리) 다면제에서 정점의 수를 m ， 모서리수를 n , 

면의 수를 v 라고 方 f 면 m _ n + p =2 

















(증명) 다면체의 겉면에서 한 면을 떼내고 바른4각형면에 련속변환하면 그림 8-29 
의 n ) 과 같은 그라프를 얻을수 있다. 이때 마디점의 수는 m ， 마디의 수 
는 자，면의 수는 /? -1 이 다. 따라서 정 리 1 에 의하여 
m - n + ( p ~ 1 ) — 1 
• • TVl— Yl H - p = i Z 



이것은 1 - ) 에서 한면을 다시 붙인 기 ) 에서의 m，n, 々사이의 관계 이 다. 
일반적으로 다문면에서 m~n+ p 를 오일레르특성수라고 부론다. 

(주의) 우의 증명수법을 이 . 씨 . 지만의〈〈외과수술방법》이라고 부론다. 도형을 자 
르고 붙이 되 마지 막에 는 제 자리 로 돌아가게 한다. 이 증명수법 은 줄임법 과 
함께 앞으로 높은 단계의 기하를 학습하고 연구할 때 널리 쓰이게 된다. 

정리 2의 공식은 볼록한 다면체뿐아니라 오목한 다면체에서도 늘 옳다. 또한 다 
면체의 겉면을 련속변환하여 얻은 도형에 대해서도 늘 옳다. 

문 제 

1. 그림 8-30 의 그라프들에서 몇개의 마디를 떼 여 버리면 나무가 되겠는가? 실지 나 
무를 만들어보아라. 





그림 8-30 
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2. 그림 8-31 에 있는 세 도형가운데서 어 느 하나를 련속변환하여 다른 하나를 얻 을 
수 있겠는가? 




3. 원둘레를 그와 사귀지 않는 직선을 축으로 하여 돌릴 때 고리형면이 생긴다. (그림 
8-32) 구면을 고리형면으로 련속변환할수 있는가? 



그림 8-32 


그림 8-33 


4. 그림 8-33 과 같은 고리형면에 두 다문선 £과 있다. 다문선 £과 사을 따 

라 자르면 그 고리형면이 둘로 나누어지겠는가? 


련습 문제 


1. 어떤 도형 표에 두 평행이동 _ a , b 를 거듭 실시하여 (합성 ) ：巧로 넘기였다. 

도형 표를 巧로 넘기는 평행이동 은가 있는가? 

이 합성 을 평 행 이동 도 료 의 더 하기 라고 부르고 a + b 로 표시 한다. 

2. 어떤 도형 표에 두 회전이동 0( 이)， 0( 여 2 ) 를 거듭 실시하여 (합성 ) ：巧 로 넘기였다. 

도형 표를。로 넘기는 회전이동 0야 3 ) 이 있는가? 

이 합성을 회전이동 0(6^)， 0( 公 2 )의 더하기라고 부르고 0( 公 0+0( 公 2 )로 표시 

한다. 어 ' 

3. 그림 8-34 의 4각형에 대각선이 그어져있다. 이 도형을 다음과 같이 변환할 때 달 
라지는것과 달라지지 않는것을 각각 x 와 O 로 표시 하여 라. 
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변의 길이 

각의 크기 

면 적 

모 양 

합동변환 





닮음변환 





련속변환 







람 구 



자동자쥬 H 면에 그려져있는 그라프가 그림과 같이 주어져있다. 

이때 w + 夕는 얼마이겠는가? 

1) 자동자쥬브면을 그림과 같이 다문선 £ 로 자르고 구명을 면 
ai , a 2 로 막으면 구면을 련속변환한 면에 그려진 그라프로 볼 
수 있는가? 

2) 이때 m 에+/斤2라^을 알고 면 a 卜 a 2 를 제거하고 처음상태 
로 만들 때 마디점수，마디수，면의 수가 달라지는것을 보고 

寸를 계산해보아라. 




제 2 절. 산법을 가진 모임 


1. 산법 

變®®® 1) 두 실수 3과 々의 렬 (3， V 2 )i 수 

가 

3+ V 2 , 3 _ V 2 , 3 V 2 , — j = 

V2 

을 각각 대응시킬 때 그 대응규칙을 알아보아라. 

2) 두 복소수 1+6/， 1-6/ 의 렬 (1+6/， 1-6/) 에 복소수 2，12/， 
을 각각 대응시킬 때 그 대응규칙은 무엇인가? 




























모임 S 의 두 원소 a ， 6의 렬 («， 6) 에 한 원소 C 를 대 S 시 
키는 규칙 

* : ( a , b 、) ᅳ c 

를 모임 S 에서의 산법이라고 부르며 

a^b=c 

^卜고 쓴다. 


례 j ) 옹근수모임 Z 의 임의의 두 원소 4와 -3 의 렬 (4， -3) 에 4+(-3) 을 대응 
시 키 는 규칙 즉 더 하기 규칙 

* : (4， -3) ᅳ 4+(-3) 

을 주면 4+(-3)=1이므로 옹근수모임에서 더하기는 산법이다. 

여 러 마디 식 모임 에 서 더 하기，덜 기 규칙 도 여 러 마디 식 모임 에 서 의 산법 이 다. 그리 고 평 

행 이동 a , 궁의 렬 (a ，$ ) 에 평 행 이동 c (= a + $ ) 를 대 응시키 는 두 평 행 이동의 더 
하기는 평행이동들의 모임에서의 산법으로 볼수 있다. 회전이동도 마찬가지다. 

문 제 

1. 두 옹근수 a ， 6의 렬 ( a , b ) , (b ， a ) 에 더 하기 산법 을 하여 각각 c, 이 얻 어 졌 다 
면 c = Cl 이라고 말할수 있는가? 

2. 자연수모임 N 에서 임의의 두 원소 a ， 6의 렬 ( a, 6) 에 b a (6 의。제곱)을 대응시 
키 는 규칙 을 산법 (제 곱산법 )이 라고 말할수 있 는가? 

3. 임의의 실수 a 6에 대 하여 log ^도 실수모임 에 속하는가? 산법 (로그산법) 이 라고 말 
할수 있는가? 


1) 자연수모임 N 의 임의의 두 원소 a ， 6의 렬 ( a ， 6) 에 덜기산법 

을 하여 타를 얻 었 다면 늘 인 가? 더 하기 산법 을 하였 을 때 

는 어떤가? 

2) 복소수모임 C 의 임의의 두 원소 이 6에 대하여 늘 a + b , a - b ， ab ， 

쓰 ec 인가? 


모임 S 의 임의의 두 원소 A 에 산법 * 을 하였을 때 늘 S 에 속원소가 
나오면 *을 S 에서 정의된 산법이라고 부르며 이때 S 는 산법 * 에 관하여 
닫긴다고 말한다. 
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1) 자연수모임 n 은 더하기，곱하기에 관해서는 닫기지만 덜기，나누기 
에 관해서는 닫기지 않는다. 
















2) 옹근수모임 고는 더하기，덜기，곱하기에 관해서는 닫기지만 나누기 
에 관해서는 닫기지 않는다. 

3) 실수모임 요는 더하기，덜기, 곱하기，나누기에 관하여 닫긴다. 

례 3= ) 여 러마디식 모임 은 더 하기，덜기，곱하기 에 관하여 닫기지 만 나누기 에 관 
해서는 닫기 지 않는다. 

문 제 

1. 복소수모임은 어떤 산법에 관하여 닫기는가? 

2. 실수모임은 제곱산법에 관하여 닫기는가? 

3. 평행이동，회전이동의 모임이 더하기산법에 관하여 닫기는가? 


2 . 산법을 가진 모임 


變逆透銳 1) 옹근수모임 고의 임의의 원소 a ， b, c 에 대하여 다음 


법칙이 만족 


되 는가? 

① a+b=b+a, ab=ba (바꿈법칙) 

② { a + b)+c a +( b + c ) , { ab)c = a ( bc ) (묶음법 칙 ) 

③ { a + b)c = ac+bc (분배 법 칙 ) 

2) 수모임 N , Q , R , C 들도 더 하기，곱하기 에 관하여 묶음법 칙을 만 
족시키는가? 


더하기 또는 급하기산법 * 에 관하여 모든 수모임，식모임은 묶음법칙을 만촉시칸다. 즉 

U * 6) * c=a * (6 * c) 

일반적으 S 모든 수모임，식모임에서 털기산법，나누기산법에 관하여 묶음법칙，바꿈법칙이 성 
림^ᅡ지 는다. 


an > 


(A 2\ 


3 3 J 


2 4 

3 3 


u 

v 3~3 


이므로 유리수모임 


묶음법칙이 성립하지 않는다. 


포]》 


4 

3 


2^ 

3 J 


2 4 

一；스一 

3 3 


^2 

J 


2^ 

3 


이므로 유리수모임 


여 묶음법칙이 성립하지 않는다. 


mum 


더하기와 곱하기 에 대 하여 다음 같기식 이 


Q 에서 덜기산법에 관하여 


Q 에서 나누기산법에 관하 


옳은가? 


1 ) a + 0=a 

2) aX 1= 公 
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더하기，급하기가 정의된 모임 S 의 임의의 원소 a 에 대하여 

a e / = e x a =a , a X e " = e " X a = a 

인 원소，를 령원소，，를 단위원소라고 부론다. 


례 3: 〉모든 수모임，식 모임 에 서 e ’ =0, e " =1 이 다. 

례 4) 평 행 이동 도 의 모임 에서 0원소는 0이 다. 

變效©銳 1) 옹근수모임 고에서 임의의 옹근수 a 를 잡았을 때 

a^a = 0 , aXa' =1 
인 옹근수 a , a ” 가 늘 있는가? 

2) 유리수모임 Q , 실수모임 R , 복소수모임 C 에서는 어떤가? 


더하기, 급하기가 정의된 모임 S 의 원소 a 에 대하여 

a+a = a + a=0 , aX a = a X a= l 
인 원소 /를 « 의 반대원소， a 를 « 의 거꿀원소라고 부른다. 


aTT ) 임의의 유리수(유리식) a (국 o ) 에 대하여 

/ N 1 

幻幻0=0, a • —=1 

a 

이 므로 유리 수(유리 식 )모임 Q 에 서 ^의 반대원소는 - a 이 고 a 의 거 물원소 

는 丄이 다. 
a 

례 6:) 평행이동의 모임에서 원소 以 의 반대원소는 一以이고 함수모임에서 원소 
/⑴의 반대원소는 -/ ( JC ) 이다. 

례 !》 1-5=-, 丄 安 N 즉 자연수모임에서는 나누기산법이 정의되지 않으므로 

-’ 5 5 

거물원소가 없다. 그리고 0속 N 이므로 령원소도 없다. 

문 제 

1. 실수모임，복소수모임에서 임의로 수를 하나 잡고 그것의 반대원소，거물원소를 찾 
아보아라. 

2. 유리 함수모임，무리 함수모임 에 서 반대원소를 말하여 라. 
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1) 수모임，식모임에서 묶음법칙을 만족시키며 령원소，반대원소를 
다 가지는 모임을 찾아보아라. 

2) 또한 묶음법 칙 을 만족시 키 면서 단위원소，거 물원소를 다 가지 는 
모임은 어느 모임인가? 


모임 S 에 더하기산법이 정의되였다고 하자. 이때 

1 ) (a+ 公 ) +c=a+(6+c ) ， a ， b，cES 

2) 령원소가 있다. 

3) 반대원소가 있다. 

를 반촉시키면 S 는 더하기에 관하여 군을 이룬다고 말한다. 


우에서 더하기산법을 곱하기로 바꾸고 2) 와 3) 을 각각 

2) 단위원소가 있 다. 

3) 거물원소가 있다. 

로 바꾸면 S 는 곱하기에 관하여 군을 이룬다고 말한다. 


aTT ) 유리수모임은 더하기에 관하여 군을 이룬다. 그것은 

1 ) (a + b) + c=a + (b + c) a, 公， c^Q 

2) OGQ : 령원소 

3) a +(~ a ) =0 f ~ a^Q : 반대 원소 
이기때문이다. 

afl ) 수모임 { o ，1} 은 i + i = o 으로 약속하면 더 하기 에 관하여 군을 이룬다. 
그것 은 

1) 묶음법 칙 이 성 립 하고 

2) 0+0=0，1+0=1이 므로 령원소가 있고 

3) 0+0=0，1+1=0이므로 0의 반대원소 0, 1의 반대원소 1이 있기때문 
이다. 

례 10 ) 평행이동의 모임은 더하기에 관하여 군을 이룬다. 

그것은 임의의 세 평행이동 도 瓦 은에 대하여 



이고 령원소 급와 임의의 금의 반대원소 -금가 있기때문이다. 


문 제 

1. 유리수모임은 곱하기에 관하여 군을 이루는가? 

2. 실수모임은 더하기，곱하기에 관하여 군을 이루는가? 

3. 복소수모임은 더하기，곱하기에 관하여 군을 이루는가? 

4. 여 러 마디식 모임 은 더 하기 에 관하여 군을 이 루는가? 
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# 구 


중심 if 음변환의 모임은 더하기에 관하여 군을 이룬다는것을 밝혀라. 

1) 중심닮 S 변환^ 정의 

2) 두 중심닮음변환의 합성(더하기：) 

3) 령원소 

4) 반대원소 

5) 군의 정의에 따르는 조건확인 


련습 문제 

1. 두 자연수의 렬 에 최 대 공통약수를 대 응시키 는 규칙 은 산법인가? 자연수모임 은 이 
산법에 관하여 닫기는가? 

2. 다음의 표에 제시된 모임이 제시된 산법에 관하여 닫기는가를 따져보고 닫기면 O , 
닫기지 않으면 x 를 표시하여 라. 


、^、 J : 법 
수모 ᄂ 

더하기 

덜 기 

곱하기 

나누기 

3의 배수모임 





\a + 4lb\a, Z ? e Z | 





참분수전체의 






3. A = {0, 1, 2, 3} 의 두 원소 a ， 건에 | a-b | 를 대 응시 키 는 산법 을 * 로 표시 
하자. 

1) 이 산법 에 대 한 다음의 산법 표를 완성 하여 라. 


* 

0 

1 

2 

3 

0 





1 

1 




2 



0 

1 

3 






2) A 는 산법 *에 관하여 닫기겠는가? 

3) 바꿈법칙이 성립하는가? 

4) 묶음법칙이 성립하는가? 
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4. A = {1, 2, 3, 6} 에 서 산법 * 는 두 원소 a ， 6에 그 최 대 공동약수를 대 응시 키 는 
규칙이다. 

1) 다음의 산법표를 완성하여 라. 


* 

1 

2 

3 

6 

1 


1 



2 





3 




3 

6 






2) 단위원소가 있는가를 알아보아라. 

3) 거물원소가 있는가를 알아보아라. 

5. 무리식모임이 더하기에 관하여 군을 이루는가? 


복습 문제 


1. 변환의 합성을 더 하기 라고 부른다. 이때 다음 변환들의 모임 이 더 하기 에 관하여 군 
을 이루는가? 

1) 합동변환의 모임 

2) 닮음변환의 모임 

3) 련속변환의 모임 

2. 지수식의 모임이 더하기에 관하여 군을 이루는가? 

3. A = {1, 2, 3， 6} 의 두 원소의 렬에 그 최소공통배수를 대응시키는 산법을 기호 
*로 표시하자. 

1) * 에 관한 산법표를 만들어 라. 


* 

1 

2 

3 

6 

1 





2 





3 





6 






2) A 는 산법 *에 관하여 닫기 는가? 

3) 산법 * 에서 바꿈법 칙과 묶음법 칙 이 성 립 하는가? 

4) A 에 산법 *의 단위원소가 있는가? 

4. 옹근수모임 에 서 두 수의 렬 에 그가운데 서 작지 않은 수를 대 응시키 는 산법 을 기 호 
* 로，크지 않은 수를 대 응시 키 는 산법 을 기 호 ©로 표시 하자. 
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1) 다음의 계산을 하여 라. 

3*7，7*3， -5 우-11， -11*- 7 

2) 산법 * 에서 바꿈법 칙 이 성 립 하는가? 

3) 다음의 계산을 하여 라. 

(7*5) *9, 7* (5*9), (-8*3) *(-14)，一8* (3* (_14)) 

4) 산법 * 에서 묶음법 칙 이 성 립 하는가? 

5) 다음의 계산을 하여 라. 

6®(3®5)，(6®3)®(6®5)，—4®(-7®_8)，(_4®_7) ® (- 4®—8) ， 
-9® (-6®-3), (-9®-6)® (-9®-3) 

6) 산법 *，® 에 대 해서 분배법칙 이 성 립 하는가? 


수 \ 

아직도 풀리지 않는 문제-쌍등이씨수문제 ] 

씨수들가운데는 3과 5，5와 7，11과 13 등과 같이 짝수 하나를 사 
이에 두고 이웃하여있는 씨수■이 있다. 이려한 씨수들을 쌍둥이씨 수라 
고 부론다. 

쌍둥이씨수가 무한히 많겠는가 아니면 유한개이겠는가 方！는 문제를 

쌍둥이씨 수문제라고 부론다. 


V 


쌍둥이씨수문제는 아직까지 풀리지 않는 유명한 문제로 남아있다. 


J 


연 구 


그라프에서 어떤 마{:固 A 에 붙어있는 마디 A 의 수를 그 미디점의 자 
수라고 부른다. 그림의그라프에서 마仁[점 A 의 자수는 4이다. 그라프에서 어 
떤 마디점 A 에서 시작하여 매 마디를 꼭 한번씩 지나 제자리로 S 아오는 길 
이 있을 때 이 그라프를 오일레르그라프라고 부른다. 이때 《 매 미디점의 
자수가 찍수인 그라프는 오일레르그라프이다.》를 증명하여라. (케뉴스베르그 
다리삐의 일반화) 
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거물명제 

(196) 
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(Proposition) 

OSpaTHoe BbicKa3biBaHHe 

공액 복소수 

(72) 

Conjugate complex 

number 

Conp^meHHoe KOMnjieKCHoe hhcjio 

군 

(215) 

Group 

Tpynna 

로그방정식 

(12) 

Logarithmic equation 

JlorapH(|)MHHecKa^ ypaBHemie 

로그안같기식 
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Logarithmic inequality 

JlorapH(|)MHHecKoe HepaBeHCTBO 

로그함수 

(6) 

Logarithmic function 
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명제 

(189) 
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BbicKa3bmaHHe 

복소수 

(70) 

Complex number 

KoMnjieKCHoe hhcjio 

부정 명 제 

(190) 
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OrpHuaTejibHoe BbicKa3biBaHHe 

산법 

(212) 

Operation 

OnepauiM 

삼각방정 식 

(51) 

Trigonometric equation 
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Determinant with 
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삼각함수 

(25) 

Trigonometric function 
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삼각형 식 

(81) 
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순렬 

(137) 
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IlepecTaHOBKa 

실수부 

(70) 
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^eiicTBHTejibHa^ nacTb 

조합 

(143) 

Combination 

KoM6HHaipM(CoHeTaHHe) 

지수방정식 

(9) 

Exponential equation 

rioKa3aTejibHoe ypaBHemie 

지수안같기식 

(10) 

Exponentia inequality 

rioKa3aTejibHoe HepaBeHCTBO 

지수함수 

(4) 

Exponential function 

rioKa3aTejibHa^ (JjyHKi^™ 

충분조건 

(193) 

Sufficient condition 

^ocTaTOHHoe ycnoBHe 

필요조건 

(193) 

Necessary condition 

HeoSxoflHMoe ycnoBHe 

행렬 

(155) 

Matrix 

MaTpHua 

허수 

(70) 

Imaginary number 

MHHMOe HHCJIO 

허수부 

(70) 

Imaginary part 

MmiMa 상 nacTb 

1 차변환 

(166) 

Liner transformation 

JlHHeiiHoe npeo6pa30BaHHe 


219 


편찬위원회 


김용진，김영인， 
김창선， 


한성일，강영백，리호용， 

류 해동，조룡휘 


총편집 교수 박사 류 해 동 


수학 (제 1 중학교 제 5 학년용) 

제 3 판 

집 필 교수 박사 서기영，교수 박사 류해동, 교수 박사 허달윤，부교수 남호석，부교수 김회일， 
부교수 를성구，조통휘，김원회 주일생 
심 사_ 심의위원회 
편집 및 를퓨터편성 김봄회 

장 정 류명심 교 정 오혜란 

낸 곳 교육도서출판사 

인쇄소 2 판발행 주체 99(2010) 년 4 월 5 일 

3 판인쇄 주체 99(2010) 년 3 월 25 일 3 판발행 주체 101(2012) 년 월 일 


교- 10- 보-507 


값 45 원 




